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前 言 


这 本 小 册子 是 为 青少年 数学 过 好 省 写 的 ， 目 的 是 向 读者 介 
绍 一 些 有 关 欧 筷 见 何 和 非 欧 玉 何 的 初步 知识 。 项 望 在 扩 讽 读者 
的 起 识 领域 ， 培 养 还 辑 忆 维 能 力 和 发 展 空 间 赋 象 能 力 等 方面 ， 
能 有 斯 帮助 。 

考虑 到 非 欧 几 何 的 还 驾 性 较 强 ， 和 接受 起 来 并 不 客 易 ， 我 果 
用 中 学 生 斯 热 悉 的 “三 角形 三 个 内 角 的 和 等 子 180 "2 这 个 定理 作 
为 护 话 的 引子 ， 把 读者 引进 非 欧 郊 何 的 大门 接着 再 描述 几何 
发 展 的 历史 过 程 。 在 能 接受 的 前 担 下 ， 证 明了 38 个 定理 ， 合 绍 
了 “五 组 公理 ?和 罗马 切 夫 斯 基 几 何 的 初步 知识 ， 并 利用 模型 对 
罗马 切 夫 斯 基 几 何 和 要 下 几何 作 了 简单 的 解释 。 在 特定 前 条 件 
焉 ， 把 欧 筷 、， 罗 兵 和 打 氏 三 种 流 尖 的 几何 综 一 起 来 。 最 后 且 用 
回答 问题 的 方式 ， 用 常见 的 事例 来 说 明 非 欧 郊 何在 现实 空间 中 
的 实际 意义 和 在 相对 性 原理 上 的 上 应用， 以 加 深 污 者 对 这 方面 知 
识 前 理解 。 

本 节 在 写作 过 程 中 ， 参 阅 了 硕 汞 伯 特 著 的 《几何 基础 3、 科 
士 青 著 的 <《 凡 何 基础 34、 线 端 壮 篇 的 & 玉 何 基 础 ?、. 泰 元 到 著 的 4 成 
何 学 通论 }, 叶 非 匡 夫 沽 的 < 高 等 几何 学 》, 详 图 左 夫 着 的 t 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 掌 及 几何 亲 础 概要 3,* 税 分 无 何 }、* 射 杂 几 何 3 以 
一 到 无 穷 大 ?及 有 关 非 欧 几 何 的 介绍 书籍 ,选择 其 中 某 些 能 被 再 
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少年 数学 爱好 者 所 能 接受 的 内 容 ， 延 当地 照顾 逻辑 杀 统 ， 并 加 
上 作者 一 些 不 成 熟 的 蕊 见 。 但 由 于 非 欧 也 何 的 到 辑 性 较 强 ， 氢 
”人 礼 较 抽象 ， 不 太 容 易 用 通俗 的 语言 来 手 述 ， 加 之 作者 的 知识 水 
平和 综合 能 力 有 限 ， 书 中 可 能 存在 计 多 热点 和 败 误 ， 展 请 同志 
们 指正 ， 

早 在 冯 十 年 代 ， 就 有 向 中 学 生 介 绍 一 点 关于 非 欧 几 何 初 阔 
知识 的 想法 ， 由 于 种 种 原因 ， 一 直 没 有 实现 。1978 年 参加 湖南 
数字 学 会 年 会 后 ， 明 确 了 数学 对 实现 祖国 四 个 现代 化 的 重要 启 
义 ， 才 促使 我 重新 动笔 。 在 写作 过 程 中 得 到 了 湖南 省 数学 学 会 
理事 长 种 本 有 旺 截 授 的 支持 与 乾 励 ， 国 防 科 技 大 学 沙 环 同志 的 计 . 
多 帮助 ， 庶 此 致谢 。 

于 宗 岩 
1980 千 10 月 20 日 
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引言 


从 三 角形 的 内 角 和 谈 起 


“三 角形 三 个 内 角 的 和 等 于 180*” 这 个 定理 ,在 中 学 数学 教 
课 书 里 ， 占 着 十 分 重要 的 地 位 。 我 们 回忆 一 下 ， 诸 如 相似 形 ， 
三 角 疼 数 等 有 关 的 内 容 ， 都 曾 用 到 “三 角形 三 个 内 角 的 和 等 于 
180"” 这 个 定理 ， 

如 果 我 们 设想 把 “三 角形 三 个 内 角 的 和 等 于 180"” 这 个 内 
容 ， 人 队 现 有 的 救 课 书 里 英 去 ， 不 准 采 用 它 ， 也 不 准 采 用 局 它 前 
后 有 关 的 命题 去 代替 的 话 ， 我 们 的 教科 书 会 出 现 什么 样 的 情形 
昵 ? 它 的 篇 幅 肯 定 会 大 大 减少 .因为 相似 形 、 勾 股 定理 等 肉 容 
都 不 存在 了 。 如果 又 有 人 从 根本 上 否定 “三 角形 三 个 内 角 之 和 
等 于 180 《如 后 可 能 的 话 )， 在 逮 辑 上 又 会 出 现 什么 “ 击 怪 ” 
的 结论 呢 ? 读者 可 能 会 认为 提出 这 样 问题 的 人 有 些 荒 唐 ， 然 而 
在 浇 长 的 玫 何 学 发 展 过 程 中 ， 的 确 出 现 过 这 样 的 历史 事实 ， 从 
而 发 展 成 不 同 流 铂 和 的 玫 何 学 。 有 一 派 几 何 学 ， 它 的 三 角形 三 个 
内 角 之 和 是 小 于 180 的 ， 而 男 一 派 几 何 学 ， 它 的 三 角形 三 个 内 
角 之 和 大大 于 180 的 。 它 们 不 仅 在 迎 辑 上 没有 了 矛 慎 ， 而 且 和 我 
们 在 中 学 里 学 过 的 “三 角形 三 个 肉 角 的 和 等 于 180"” 的 几何 学 
并 人 存 ， 就 是 在 近代 科学 里 也 经 常用 到 它 ， 

这 本 小 册子 将 内 读者 介绍 一 些 有 关 各 流派 的 几何 学 发 展 的 
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历史 过 程 ， 以 及 这 方面 的 初步 知识 ， 这 对 于 开拓 我 们 的 思维 ， 
提高 我 们 的 有 责 辑 推理 能 力 ， 发 展 我 们 的 空间 想象 能 力 等 方面 都 
会 有 不 同 程度 鸣 帮 助 。 现 在 就 让 我 们 从 三 角形 的 内 角 和 谈 起 
ei: 


三 角形 的 内 角 和 等 于 180 吗 ? 


“三 角形 三 个 内 和 角 的 和 等 于 180"”， 这 在 中 学 几何 课 里 ， 里 
忆 作 过 证 崩 ， 当 然 是 无 可 非议 的 。 这 里 所 出 来 讨论 的 目的 ， 不 
是 出 大 家 怀疑 这 个 定理 ， 而 是 要 求 大 家 真正 知道 这 个 定理 是 怎 
样 证 明和 的 ， 也 就 是 说 ， 诈 明 “ 三 角形 三 个 内 角 之 和 等 于 180°” 
的 根据 是 什么 ， | 

我 们 知道 ， 证 明 某 一 个 定理 的 成 立 ， 必 须要 出 排 窑 它 前 面 
一 些 定义 和 定理 作为 论据 。 而 每 一 个 定义 又 必须 用 排 在 它 前 而 
的 概念 去 定义 它 ， 每 一 个 定理 也 必须 用 排 在 它 前 而 的 定理 作 恢 
所 和 闪 证 明 它 ， 这 样 逆 推 上 去 ， 必 然 会 有 一 些 “ 厌 始 ” 的 概念 ， 
不 能 用 逻辑 推理 的 形式 来 证 硼 。 罕 下 何 里 ， 对 于 这 些 “ 原 始 " 
的 概念 ， 称 为 “基本 概念 "这些 “原始 "的 命题 ， 称 为 “公理 *。 
”证 明定 理 “ 三 角形 三 个 内 角 的 和 等 于 180"” 的 主要 论据 是 
“平行 公理 ”一 一 在 一 个 平面 内 ,过 已 知 直 线 外 网 一 个 已 知 点 ， 


最 多 只 可 作 一 条 直线 和 已 知 直线 和 至 
平行 ， je 
在 现在 中 学 前 教科 书 里 ， 这 名 
个 定理 是 这 样 证 明 的 ; B 6 b 


把 作 4BC0 的 B80 边 延 长 至 了 DD， 图 1 


作 QEjB4，, 
因 /A= /AOF 
/B= /ROD 

页 A+/AB+/O= AOE+ /EOD+ BOA 

= /BOD 
=180° 

这 里 关键 的 一 步 是 “ 作 0OE# Bd4?, 这 是 出 盏 行 公理 所 保证 
的 。 航 是 说 ,根据 平行 公理 ,过 CC 点 最多 内 能 作 一 条 直线 CE 平行 
于 B4, 因 而 有 内 错 和 4= 40B， 同 位 角 B= /ECD, 

如 果 不 人 允许 町 “ 平 行 公理 ”也 不 旬 许 用 与 平行 公理 等 众 的 
命题 (关于 等 价 概念 ， 下 面 还 会 提 到 ， 这 里 暂时 把 等 价 看 作 相 
同 的 意思 ) ;就 不 能 得 出 “三 角形 三 内 角 的 和 等 于 180"" 的 结论 ， 
读者 如 果 不 相 偿 的 话 ， 不 妨 试 证 一 下 。 不 过 ， 依 我 看 ， 这 一 切 
者 将 是 徒劳 的 。 央 为 历史 上 和 曾 既 有 不 少 的 数学 家 企图 把 平行 公 
簿 作为 一 个 定理 来 加 以 证 明 ， 可 是 都 失 履 了 《关于 平行 公理 的 
试 证 税 题 ， 在 下 一 节 时 我们 还 夏 研 究 ， 这 插 就 不 多 说 了 ) ， 

为 了 让 读者 了 解 得 更 清楚 ， 先 将 下 面 一 些 著名 的 定理 作 粗 
略 的 介绍 。 必 须 特别 注意 ， 在 证 明 过 程 中 ， 都 没有 引 几 平行 公 
理 或 当 它 等 价 的 命题 。 

定理 1 三 角形 三 个 内 角 的 和 小 于 或 等 于 二 直角 ， 

这 个 定理 是 由 意大利 数学 罕 深 和 开 里 {Gerolamo Saccheri 
1667 一 1733) 和 和 法国 数 学 家 蔓 让 福 耳 (Adriem Marie Legrendia 
1752 一 1833) 提 出 来 的 ， 又 称 为 萨 开 里 -一 勒 让 得 耳 第 一 定理 ， 
它 的 特点 是 避 境 引用 平行 公理 ， 
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用 反 证 法 证 明 如 下 ， 
证 假如 不 是 这 样 ， 那 么 三 角形 三 内 角 的 和 大 于 二 直角 ， 
罩 a、 刘 、Y 顺 次 下 示人 4、.AB、A0O， 妈 有 
a+ 上 和 +yY 守 28 (gd 表 示 直 角 ) 
延长 4 号 并 依次 取 吾 ，， B,, Py, a, B,_1;y 司 AB= BB, 
=BB,= BB,=."= B, .BB,_'=0U 
作 A 入 BBO ABBU,, MB,BO, :en, 
人 BB-10n_-1， 局 之 与 六 4B0 全 等 ， 这 是 容易 做 到 的 ， 
用 D 才 隶 角 玉 ， 6=24-a-—B fy 
LOBO, = -ONBiO = …= LO Nr = 
A = BO, = BO, ="; BO = Ba sO is 
BO= BO = BO,=-…= B04,_1=4 
A 人 COBO，A 人 CD ，A 人 AD， BO ‘AAO, ,Bs 


0， 都 是 全 等 二 角形 
区 OO 一 下 OO = 
人 A WA 
< es 8 © BB ¢ FR. Wy Ht 


出 于 Y 记 24 一 mum 一 
而 8=24-a-8 


TFI Sp -Ta “eds “PEs fh eid rt rp rT Pp i + Fh 


YY>8 
在 入 ABC 和 A 入 OC BOC 中, AC = BB, BC= BO, y > 
才 有 Ce 妇 差 6 ~e 是 一 个 正 数 ， 
又 ACC.O.…On_1Bn_， 是 折线 段 ， 
而 42 3.…D3，: 是 直线 段 ， 
AC OO + 人 二 人 人 
>AB,.; 
于 是 得 9+ Cn-1)e+o ne 
即 得 nce-e)<atb-e A 
在 不 等 式 (4) 的 右边 ， 
a+b>>e (和信 两 边 和 大 于 第 三 边 )》 
4+b~e 是 一 个 正 数 ， 用 ! 淖 东 . 
(44) 式 左边 的 m 是 可 以 任意 选 定 的 正 整 数 , 这 是 因为 三 角形 
的 个 数 (n 一 1) 是 可 以 随 厦 太 吾 ,， 如 8,，…、B。. 1 的 个 数 而 尾 意 
作 测 的 。 而 (ts) 是 一 个 正 数 ， 用 各 来 表示 ， 那 么 (4) 式 就 是 
nop< 7 这 是 不 可 能 的 。 
因为 ， 总 可 以 找到 这 样 的 %， 使 得 
mi 直立 . » 1 


例如 ”线段 PQ=! mm , 
我 们 总 可 以 重复 4 次 ， 了 一 一 一 一 一 一 一 + 


a 


使 pma = P98. 守 PQ=? 图 3 

这 就 是 常 说 的 阿 基 米 德 (Archimedes 公元 前 287 一 212) 命 题 ， 
对 于 本 问题 来 说 ， 我 们 总 有 这 样 的 p， 司 ne 一 eg+8-6 
所 以 不 等 式 (A) nfte~e)<4+5-e 是 不 成 立 的 。 


因此 必须 珍 定 +B+Yy> 报 这 个 假定 ，。 

那么 a+ 有 +Yy 和 24 得 到 证 明 ， 

也 就 是 “任意 二 角形 三 内 角 的 和 小 于 或 等 于 二 直角 "得 到 
证 明 ， 

推论 ! 三 角形 的 尾 一 外 角 文 于 其 不 相 分 的 任 一 内 第 . 

证 ” 设 中 是 和信 480 中 任 一 角 的 外 角 ，a，B，Y 是 入 48CG 的 
内 和 角 ， 站 

那么 P=x-Y 

又 由 本 定理 a+ 有 ty 

就 有 ”里 之 a+B 站 

但 ww 交 0, 有 0 

所 以 惠 >a， 中 >B 图 4 

推论 2 ”两 条 直线 与 第 三 条 直线 祖 交 扬威 的 局 位 角 相等 , 那 
么 这 滁 条 直线 不 相交 。 

证 设 直 线 瑟 D，ZG 与 直线 PR 相交 于 4、 召 ， 是 同位 朋 
PAD=a= /PBG=h p 

妞 果 440 与 2398 相交 于 一 
点 CC， 就 构成 和 4BO， 它 的 
一 个 外 角 LPAC 等 于 不 相 
郎 的 内 角 必 4B0 了 , 这 与 推 
论 1 矛盾。 图 5 

所 以 五 六 与 到 9 不 补充 。 

请 你 注意 ， 定 理 证 时 的 全 过 程 ， 在 逮 辑 上 是 没 青 错误 的 。 
如 果 你 李 细 扒 南 一 下 ， 你 对 这 将 会 感到 非常 有 超 。 因 次 它 与 我 
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们 平日 熟知 的 “三 角形 内 和 角 和 等 于 180 ”的 结果 出 起 来 ， 不 太 
相同 ， 其 实 这 也 没有 什么 奇怪 的 。 如 果 我 们 注 疝 到 这 里 没有 3 引 
用 平行 公理 ， 而 且 符 导 “到 ”的 意义 是 “小 于 或 者 等 于 ” 它 并 
没有 排斥 “等 于 ”这 个 可 能 。 职 是 说 “三 角形 三 内 和 角 购 和 或 者 
小 于 180", 或 者 等 于 180””, 两 者 都 是 有 可 能 的 。 在 这 个 前 提 下 ， 
我 们 机 引用 平行 公理 的 话 ， 那 就 必然 会 得 到 “三 角形 三 内 角 的 
和 等 于 180" ”的 缚 论 。 这 就 是 我 们 在 中 学 里 所 学 的 几何 学 ， 称 
为 欧 基 里 得 (Euetid 公 元 前 330 一 2757 几何 学 。 圣 于 在 什么 情况 
下 “三 角形 三 内 角 之 和 小 于 180”*, 这 是 男 一 流派 罗 巴 切 夫 斯 基 
几 便 学， 我们 在 下 面 还 要 比较 详细 地 研究 它 。 它 有 一 些 初 看 上 
去 简直 不 能 令 人 相信 的 ， 但 在 迎 辑 上 又 丝毫 没有 注油 芍 乞 何 定 
理 ， 这 将 引起 我 们 更 大 的 兴趣 ， 它 不 仅 可 以 开 冰 我 们 的 眼界 ， 
而 且 还 能 够 释 炼 我 们 的 推理 能 力 。 

为 了 讨论 上 的 方便 ， 这 里 介绍 一 个 在 非 葬 几何 星 十 分 蛋 要 
的 概念 ， 

定义 1 设 四 边 形 480D 的 边 48 上 交 两 角 是 直角 ,是 与 48 
相 邻 的 两 迪 4、27 相等。 这 种 四 边 形 称 为 萨 开 里 四边 形 ,， 45 
， 称 为 下 底 边 ，CD 称 为 上 底 边 ，4D0，、B0 称 为 桐 边 。 

定理 2 萨 开 青 四 边 形 两 底 边 中 点 BBD 
的 连 线 垂直 于 两 底 ， 且 上 典 边 上 芍 丙 角 
相等 ， 

设 ， 了 了 是 48，DC 的 中 点 ， 过 六 引 
BPI AB,，B' 是 PB/ 与 DO 交点 ,8 4 由 
必 在 DO 线段 哆 内 部 〈 可 由 顺序 公理 保 加 4 
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nD 而 


证 )。 

以 吾 ' 五 为 四， 将 了 4 旋转， 使 与 图 形 Z 五 "CE 所 在 平面 
相合 为 目 ， 

FAL FE’, FB FR!’ 

EB AF=FB 

“、 了 玉 4 与 了 B 重 合 ，4 与 8B 重合 。 

到 著 ”DA |] AB, OBJ AB 

是 AD= BO 

4 重合 于 BC， 了 与 0 重合 。 
.从 而 了 本 = 豆 rPC 

就 是 说 ， 吾 “和 加 重合 。 同时 忆 420 与 /BO 也 重 合 . 这 
样 就 证 明了 ， 萨 摊 四 边 形 两 底 中 点 的 联 线 答 喜 于 两 底 ， 且 上 底 
边 上 芍 两 个 角 相 等 。 

谈 到 这 里， 你 可 能 又 会 出 现 这 样 的 想法 :…“ 既 包 4 已、C 瑟 都 
垂直 于 43， 它 们 是 平行 钱 ， 且 又 是 相等 线 , 那 就 是 平行 四 边 形 
了 ， 而 且 已 经 有 4= /B=90"， 那么 A480D 已 经 是 第 形 了 .” 
这 种 想法 是 在 已 经 采用 了 平行 公理 之 后 ， 才 能 成 立 ; 可 是 我 们 
一 再 声明 过 ,我 们 是 在 没有 用 “平行 公理 ”的 情 说 平 来 论证 的 ， 
在 这 种 情 癌 下 ， 根 本 不 可 能 得 册 四 角形 四 个 角 之 积 筹 于 体 直 者 
的 铺 论 。 不仅 我 们 初学 者 会 有 这 种 不 全 面 移 想法 ， 就 是 蓝 开 里 
当时 也 章 作 过 三 种 假设 ， 

(1) .4DO 和 一 BOD 都 是 说 角 ， 称 为 说 角 假 设 ， 

(2) -4DC 和 一 BC 都 是 直角 ， 称 为 直角 假设 ; 

(3) 2D0 和 8CD 者 是 钝 角 ， 称 为 钝 角 假 设 、 
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萨 升 里 当时 得 到 一 个 结论 ， 钝 角 恨 设 不 能 成 立 ， 因 为 它 与 
定理 1 予 盾 ， 如 果 直 角 假 设 成 立 ， 那 么 萨 开 里 四 边 形 ,就 是 初等 
几何 中 的 答 形 了 ， 这 时 欧 基 里 得 的 平行 公理 应 该 成 立 。 茧 开 星 
当时 想 用 归 雇 法 排斥 锐角 假设 ， 代 此 来 证 明 平行 公理 ， 但 是 今 
天 我 们 若 道 萨 氏 这 种 尝试 工作 是 不 会 成 功 的 (下 面 还 会 谈 到 公 
理 的 独立 性 ， 那 时， 和 你 就 会 理解 僻 题 的 实质 了 ). 

现在 再 向 你 介绍 萨 开 里 一 一 勒 让 得 耳 第 二 定 更 。 这 个 定理 
证 明 过 程 较 繁 ， 但 更 深入 地 反 了 对 了 还 辑 推 理 的 严密 性 ， 碟 该 网 
心地 钛 会 它 。 

定理 3 〈 获 开 里 一 勒 计 得 耳 第 二 定理 ) 

如 果 每 在 某 一 个 三 角形 药 内 角 和 等 于 好， 那么 任何 三 角形 
内 角 和 也 等 于 24(a 表 示 直 角 )。 

设 入 4BC 的 内 角 和 o= 人 4+ LB+ AO=24 我 们 要 证 
明 任 恒 三 角形 的 内 角 和 也 等 于 24， 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 证 明寺 面 四 个 疆 理 ， 

引 理 1 A4Bo 的 任 一 贯 线 CD (D 在 48 内 部 ) 划 分 出 来 的 
三 第 形 的 内 骨 和 等 于 24， 

证 贯 线 0D 把 人 4BO 刘 分 成 两 个 三 角形 4DC 和 DBO， 设 
已 们 移 内 角 和 为 0 和 og,， 

就 有 crsG+Pi Yi 

Os = +B+Y, 
olor =0tBttyr +Y) + (PB +o,) 
~at+PB+y+2d 
= + 9 
10 


= 4 个 


但 由 定理 1 og 所 24, 9g, 志 20 
具有 当 取 og1 = 2d, os =20 
了 时 ， 才能 满足 Gil 十 Gy 一 4 
的 要 求 ， 4 D 3 
所 以 ， 信 4DO 各 和 DBO 的 内 阳 7 : 
前 和 都 等 于 24. 
引进 2 用 入 44B80 的 贯 线 划 分 出 来 的 直角 三 角形 的 内 前 和 和 
等 于 32， 
证 设 入 480 的 最 大 边 AB 
上 的 高 是 CF， 则 看 介 于 上 4， 吾 之 
辣 ， 这 是 因为 48 是 最 大 边 。 这 
时 CF 是 人 入 4BC 的 导线 ， 划 分 出 
家 角 信 BOF, F 
由 引 理 1， 直 第 三 角形 到 大 时 8 
的 内 角 和 等 于 24. 
引 理 3 设 一 直角 三 角形 的 一 条 直角 这 是 直角 入 BEC 的 一 
条 直角 边 BF 的 整数 入， 而 另 一 条 直角 边 等 于 CF， 那么 ， 这 个 


=- = 
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OT mn dp er i A J ， 


证 延长 FB， 

傅 B= BB =B BbB,== B.D i 
这 里 B, 介 于 ，、B, 之 间 ，B, 介 于 Bl、Bs 之 间 ，…* 

作 BO, LFB, 到 BOC,= FO 

由 于 BOF=24- BC- /FBO=d- /FBO= 
LOBO, 

殉 ABCO，ACC,B 是 全 等 三 角形 〈 两 边 及 夹 角 对 应 
相等 ) 。 

德 BUOC= = 

又 四边 形 了 BO COO 中信 =AB=d, 和 且 FCO= BO,,， 
由 定义 1， 了 四边形 六 BONC 是 萨 开 里 四 边 形 。 

由 定理 2 ， 忆 BOC 上 底 边 的 两 角 AFC0, = BOG 

已 证 明 BOO=a 

起 OOF=d 

四边形 BOLC 的 四 个 负 都 是 直角 . 

用 同样 的 方法 , 作 B,0,1LBB,,， 目 使 BC = BO，， 
易 证 人 了 ,BC 和 和 BFZO 是 全 等 形 ,因而 和 BBC 的 内 舟 和 也 等 
于 24， 而 园 边 形 BB,0,0, 四 个 内 负 都 是 直角 ， 这 样 一 来 了 B， 
0,0 成 的 四 个 角 剖 是 直角 的 四 边 形 。 

因而 八 B,8C 的 内 角 和 等 于 四边 形 B,C,O 内 角 和 的 一 半 ， 
这 就 是 说 直 旬 三 角形 B,C 的 内 角 和 等 于 24， 

同样 ， 作 、8,0, LB,8,， 取 BO0,=BO， 之后， 可 
证 得 四 边 形 B,FCC，。 的 内 角 痢 是 直角 ,因而 直角 三 角形 B,FO 
的 内 角 和 等 于 26， 
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如 此 进行 n - 1 次 ,使 得 到 直角 三 角形 5,_ ,FC，, 它 的 一 条 直 
角 边 了 BB, , 是 也 B 的 "人 入， 而 男 一 条 直角 边 C7 与 直角 三 角形 
QF EB 人 公共， 而 直角 三 角形 B,_,FO 的 内 角 和 也 每 于 24， 

(请 注意 ， 这 里 不 能 引用 “四 角 形 的 内 角 和 等 于 四 直角 " 作 
为 根据 ， 因 为 它 与 “三 角形 内 角 和 等 于 二 直角 ”是 等 价 的 。》 

.下 理 4 任何 查 朋 三 角形 的 内 和 角 和 等 于 二 直角 。 

证 设 入 BFC 是 内 角 和 等 了 于 二 直角 的 直角 三 角形 ,， 俯 P8EB 
是 任意 直角 三 角形 ， 我 们 要 证 明 八 PQB 的 内 角 和 也 等 于 二 直 
胃 。 

可 以 选取 这 样 的 正 整数 mm 和 nm 使 了 ' B=n* 了 D>PQ， 
OO 以 EOn_ 和 天 Be :为 直角 边 作 直角 三 
角形 Bs F/Om1, 在 边 F'Bs_ 1 取 内 点 B'、Q'， 局’'B’'=FB， 
IQ' = 了 Q， 在 进 F'OCw: 工 取 内 点 CG'、 上 ,使 10! = FG 
FIR'=FE., 


《1》 (oy (3Y 
图 19 


那么 ， 三 角形 BFO，B'F'O!' 是 全 等 形 ，P9QR,F'Q’'R’ 
也 是 全 等 形 ， 
18 
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由 于 直角 三 角形 B'F'O/ 的 内 角 和 等 于 24， 而 生 F/Om.， 
是 P/O! 的 m 倍 ，F/1B' 公 共 , 由 引 理 3; 知 直角 三 角形 B'F/O，.， 
的 内 角 和 也 等 于 24， 

又 丈 / 刀 。; 是 吾 / 刀 的 a 悦 ， 击 三 角形 B'F'C,. ;的 内 角 和 
等 于 28。 丈 /G。，, 公 共 ， 由 引 理 3， 知 直角 三 角形 B。_ :7O。 
0 的 内 角 和 也 等 于 2。 

现在 三 角形 互 /Q'0w_ ,是 用 长 线 Co_iQ' 从 三 角形 
Bs_1F'Ow.! 中 划分 出 来 的 ， 按 引 理 1,， 三 角形 FQ/Ow ,的 内 
角 和 等 于 和 

又 三 角形 F'Q'R’' 是 用 其 线 Q'R’' 从 三 角形 了 'Q/O,_ ,中 划 
分 出 来 的 ， 按 引 理 1!， 三 角形 了 F/Q'B' 的 内 角 和 等 于 2d. 

但 三 角形 FQ’'R' ,PQR 是 全 等 形 ,所 以 三 角形 PRB 的 内 角 
和 等 于 2d， 

现在 我 们 来 证 明 任 何 三 角形 的 内 角 和 等 于 26。 

设 任意 三 角形 好 百 玖 的 最 大 边 G 吾 上 的 高 是 在 时 , 开 必 介 于 
人 好， 五 之 间 ， 这 时 得 到 直角 三 角形 G 下 对 和 至 开 邮 ， 按 引 理 4， 
任何 直角 三 角形 的 内 角 和 等 于 2d， 

直角 三 角形 GEN 的 内 角 和 
Tg) = 20 
直角 三 角形 玉 KM 的 内 角 和 1 
Gy = 20 
故 ”三 角形 GH 的 内 角 和 
Jg=o,+0, = 20 NM 
= 20 图 11 


Kx 


1d 


这 样 我 们 证 明了 , “如 果 存 在 某 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 二 
直角 ， 则 任何 三 角形 的 内 角 和 也 等 于 二 直角 。” 

请 读者 注意 ， 上 面 记述 询 牙 开 里 一 一 勒 让 得 耳 的 两 个 定理 
是 研 窒 三 角形 内 角 和 的 基本 定理 ， 在 荚 开 里 一 一 蔓 让 得 耳 第 一 
定理 证 明 的 过 程 中 ， 完 全 没有 采用 平行 公理 或 者 同 平行 从 理 等 
价 的 命题 , 虽 热 尚 不 能 证 明 性 次 三 角形 的 内 角 和 等 于 9, 但 我 们 
已 经 确实 知道 二 角形 内 外 和 不 能 大 于 员 了 。 叉 由 萨 并 里 一 勒 让 
得 陡 第 二 定理 知道 ,如 果 基 一 个 三 角形 内 解 和 等 于 26 的 话 , 那 么 
任何 三 角形 的 内 第 和 都 等 于 34 了。 当然 我 们 会 联想 到 ,如 果 某 
一 个 三 角形 内 角 和 小 于 29, 那 么 任何 三 角形 内 角 和 都 小 于 29” 古 
否 也 成 立 史 ? 回 管 是 肯定 的 ， 它 可 直接 由 英 开 里 一 勒 让 得 耳 的 
两 个 定理 推出 。 因 此 有 人 称 它 为 萨 开 里 一 勒 让 得 耳 第 三 定理 。 

定理 4 ( 英 开 里 一 勒 让 得 耳 第 三 定理 ) 

如 果 存 在 某 一 个 三 角形 的 三 内 角 和 小 于 二 直角 ， 则 尾音 三 币 

涝 的 三 内 多 和 也 小 于 二 直角 ，。 

说 ”由 萨 开 里 -一 转让 
得 耳 第 一 定理 ， 性 意 三 角 忆 F 
形 章 内 骨 各 小 于 或 等 于 z 
24， 即 不 能 大 于 好， 已 知 / \ | \ 
ABC 的 内 角 和 小 于 24， 4 3 了 一 一 一 0 
求证 尾 一 三 角形 PQR 的 图 拉 
内 角 和 小 守 24， 

如 果 稍 某 一 个 三 角形 PQR 前 内 角 和 不 小 于 24 前 话 ， 那 妈 ， 
三 角形 QR 只 能 等 于 2d。 由 豆 开 里 一 勒 让 得 耳 第 二 定理 得 知 ， 
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如 果 三 胡 形 POR 等 于 29 的 话 ， 那么 所 有 三 角形 的 内 角 和 也 等 于 
24, 那 当然 包括 A4BO 在 内 ,就 是 说 ,和 42O 的 内 角 和 等 于 24, 
这 是 与 已 知 闻 盾 的 。 所 以 任意 三 角形 的 内 角 和 和 等 于 29 是 不 成 并 
的 。 于 是 任意 三 角形 内 前 和 必 小 于 28。 本 定理 已 经 得 到 证 基 。 
根据 上 面 一 系列 的 论证 ， 我 他 有 充分 理由 得 知 ， 在 不 采用 
平行 公理 的 前 所 下 ， 三 角形 的 内 和解 和 不 能 大 地 二 坦 佣 。 这 已 在 
萨 开 里 一 其 让 得 耳 第 一 定理 中 得 到 证 明 。 因 此 ， 有 人 提出 是 
否 仍 使 用 反 证 法 来 证 明 三 角形 内 明和 不 能 小 于 二 交角 呢 ? 即 在 
假 诗 三 角形 内 角 和 小 于 二 直角 的 铺 况 下 ,也 出 现 了 蔬 盾 ,如 果真 
能 侯 到 这 一 步 ， 那 么 乍 不 采用 平行 公理 的 情况 下 ，“ 三 角形 内 
骨 和 等 于 二 坪 角 ”也 就 得 到 了 证明 。 这 特有 是 了 不 起 的 成 就 ， 因 
为 他 解决 了 历史 上 二 千年 来 遗留 下 来 的 问题 ， 有 这 种 内 法 的 
人 ， 不 仅 今 天 有 ， 就 是 历史 上 也 曾 有 过 这 样 的 数学 家 ， 在 她 们 
的 证 明 过 程 中 ， 不 知 不 觉 地 出现 了 隐藏 很 深 的 错误 ， 一 时 很 难 
被 人 和 们 发 现 ， 例 如 教学 家 勤 让 得 耳 就 由 有 过 这 样 一 个 错误 的 证 
明 ,“ 三 角形 内 角 和 不 能 小 于 二 直角 ，” 称 次 勒 让 得 耳 定 弄 。 后 
来 还 是 他 自己 发 现 了 证 明 中 出 现 了 错误 .现在 把 她 当时 的 证明 
过 程 写 出 来 ， 请 大 家 在 证 更 的 全 过 程 中 ， 察 看 勒 让 得 于 的 铺 误 
究竟 在 那里 ， 这 对 我 们 的 好 辑 思维 能 力 将 是 一 次 严格 的 概 炼 。 
定义 2 骨 亏 一 一 二 直角 与 三 角形 内 角 和 的 差 ， 欧 为 舶 亏 ， 
记 作 SB=24-(AZA+ 人 Br/AO) (>0) 
定义 3 角 余 一 一 三 角形 内 角 和 与 二 葡 角 的 差 ， 称 为 骨 杂 ， 
记 作 A=(AAtABEAO)-24 (>0) 
瘟 让 得 耳 定 理 :三 角形 内 角 和 不 能 小 于 二 直角 ”的 错误 证 明 ， 
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证 用 妇 廖 法， 假定 三 角形 42BC 的 内 前 和 (a+ 有 +Y) 小 于 
二 直角 ， 
即 骨 寺 $5=20 
~ (tat+B+t+Yvy) 1 
作 一 点 4 ， 使 4 和 
4! 关 于 如 对 称 ，( 若 三 
角形 BC 为 锐角 三 角 
形 ， 则 4! 在 人 BO 内 
鹿 ， 对 于 任意 三 角形 1 
44BCO 来 说 ， 命 一 4 为 最 大 角 ， 也 可 和 插 同样 的 结果 ，) 
因为 和 .4220 全 同 于 它 的 对 称 和 480， 所 以 它们 有 相等 的 
内 和 角 和 ， 当 然 有 相向 的 角 亏 8。 
将 483 和 4O 延 长 ， 过 4 作 一 条 与 一 4 的 两 边 4 有 ，40 交 于 
两 点 号 ，C7 的 截 线 ， 
现在 要 证 明和 45870907 的 角 亏 六 大 于 和 4 的 角 亏 六 的 二 
属 。 如 “不等式 5 >26 成 立 ， 
”入 BB'4’: 和 和 CO’' 4 各 角 如 图 13 新 示 , 则 它们 的 攻 叶 分 其 
等 于 6/=20- (a’+B'+Y’) 
= 20— (oar + Br+Yy") 


另外 还 有 下 列 请 式 : 

a+a +oar=24 即 24—-(u+a+or)= 6 
2B+B*=2d 24— (2B+B)=0 
y+ Y=24 20— (2y+Yy")= 0 


利用 这 些 式 子 ， 可 以 求 出 从 4B'O’ 的 角 亏 6,，。 
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,=20—- (a + Ph"+Y") 
=2d— (a+B”"+Yy}+ [2d (a+a /+a + 
(2B +B’)) + C20- (2y+Y¥")3 
={2d- (t+B+Y)I+[L2d- (at+B+YyY)I+t2d-(a’ 
+ PB’+y I+C2d— (Car +B” +Y")y 
一 外 十 六 十 丰 ”二 站 4 
= 28 + dr + 
Bi 87~>0 
6 >20 | 
对 八 4BO/ ,用 同样 的 方法 可 以 作 入 4B11071 ,其 角 才 3,， 
车 人 么 . 
3,>28, > 2 z 
以 此 类 推 ， 可 以 作出 这 样 的 三 角形 ， 其 角 坊 $8,>2， 
如 末 选 择 这 种 作法 中 的 数 n 充 分 之 大 ， 则 可 找到 这 样 的 三 
角形 和 存在， 其 角 亏 要 多 大 就 有 多 大 ， 但 这 是 不 可 能 的 。 因 为 尾 
意 三 角形 的 角 半 等 于 28- (ta+B+yYy)， 它 不 能 超过 24。 即 不 
管 笃 拌 总 是 624 的 ， 所 以 导致 了 矛盾。 从 而 三 角形 三 内 
角 之 和 小 于 二 直角 不 能 成 立 ， 这 拌 就 证 明了 三 角形 内 角 和 不 能 
小 于 二 直角 ， 
大 家 不 要 忘记 ， 这 个 证 明 是 有 错误 的 。 这 个 隐 上 星 的 错误 ， 
并 不 是 什么 粗心 的 过 失 ， 后 来 勒 证 得 耳 自 己 找 出 了 错误 ， 
问题 在 于 : 在 推演 过 程 申 ,未 加 证 明 而 含糊 地 采用 了 一 个 微 
妙 的 、 和 欧 开 平行 公理 等 价 的 命题 ， 让 我 们 回 亿 一 下 三 角形 
42207 的 作法 吧 。 在 角 B4C 内 到 定 一 定 4'/， 通 过 4/ 作 一 裁 线 
18 


3 不 加 证 明丽 认为 此 鹤 线 和 角 B4O 的 两 边 4 了 40 部 一 定 相 
变 。 换 条 话说 , 不 如 证 明 而 采用 了 这 样 的 命题 ;“ 不 管 #' 点 了 在 
了 4 内 部 什么 地 方 ， 永 远 可 以 通过 它 作 一 家 线 与 此 角 的 两 进 
都 相交 ,” 这 个 命题 是 与 殖 氏 胖 行 公理 等 价 艇 (后 面 还 要 证 明 )， 
这 就 意味 着 已 经 应 用 到 平行 公理 了 。 勒 让 得 陡 又 犯 了 “循环 论 
证 ”的 销 误 ， 有 人 把 这 种 类 型 的 错误 叫做 “ 包 轿 子 ”， 

从 历史 上 各 数学 家 的 工作 中 知道 ， 如 果 概 定 三 角形 内 角 和 
小 于 二 直角 的 话 ， 在 迎 辑 上 是 找 不 出 了 矛盾 的 。 因 此 不 采 册 殖民 
平行 公理 (包括 与 它 等 价 的 命题 )， 亡 想 证 明 三 角形 和 附 角 和 和 等 于 
二 和 直角 是 不 可 能 的 。 所 以 ， 我 们 可 以 这 样 说 

1.。 如果 不 引 用 欧 氏 平行 公理 (或 者 与 平行 公 更 等 价 的 命 
加), 那 么 三 角形 三 内 前 之 和 小 于 或 等 于 二 直角 . 

2， 如 旷 共 上述 基 岗 上 ， 再 如 上 平行 公理 的 应 用 ， 那 各 三 
角形 三 内 第 之 和 等 于 二 直角 。 

现在 ， 不 材 要 问 ， 三 角形 的 内 角 和 在 什么 情况 王 会 小 于 工 
耳 角 呢 ? 

对 这 个 问题 的 同 管 ， 不 是 很 简单 的 ,我 们 将 在 下 面 各 节 里 ， 
分 别 回 答 这 个 问题 。 不 过 读者 要 有 充分 的 思想 准备 ， 因 为 在 凌 
些 世 合 下 ， 它 局 我 们 平日 的 一 些 传统 起 您 会 出 现 币 着， 然而 这 
些 琅 慎 又 会 从 几 何 学 发 展 的 历史 演变 过 程 中 ， 最 后 得 到 科学 的 
完满 的 解 类 。 


地 


2 
欧 几 里 得 < 几何 原本 ?的 成 就 与 缺点 


从 历史 事实 知道 ， 几 何 学 的 发 生 和 发 展 ， 是 与 生产 和 生活 
紧密 地 联系 在 一 起 的 。 公 元 前 三 世纪 时 ， 欧 几 里 得 荡 理 了 前 人 - 
的 资料 ， 按 照 盟 辑 相关 的 次 序 排 列 起 来 ， 而 完成 巨著 * 几 和 柯 原 
本 :十 三 卷 (有 的 数学 察 认为 是 十 五 着 ,但 后 二 卷 是 否 欧 氏 原著 ， 
存疑 ) 。 欧 基 里 得 对 于 各 命题 之 间 , 力 求 有 着 严密 的 外 办 系统 ， 
”他 追求 加 辑 地 建立 几何 学 ， 他 对 于 点 、 直 线 …… 等 都 企图 给 学 
定义 ， 并 规定 一 些 公设 公理 ， 他 不 论 命题 本 身 是 否 浅显 ， 也 不 
论 直观 上 是 否 显 然 ， 凡 是 可 以 证 明 的 命题 ， 他 就 不 厌 其 类 地 加 
以 证 明 。 售 如 命题 “如 在 图 周 上 任 取 二 点 ， 卷 么 ， 通 过 这 二 点 
的 直线 必 通 过 圆 的 内 部 。” 从 图 形 的 直观 上 说 ,是 明显 的 事实 ， 
但 是 他 为 了 避免 可观 地 接受 这 个 事实 ， 还 是 从 公理 及 已 证 明 前 
定 还 中 ， 绽 沁 温 辑 的 证 明 。 这 正 是 欧 风 里 得 海 求 的 目标 ， 也 是 
后 来 许多 数学 家 建立 几何 学 的 目标 ， 他 为 后 来 的 学 着 打开 了 通 
向 几何 学 的 道路 。 两 千 多 年 来 ， 儿 乎 所 有 的 数学 家 都 曾 精心 地 
学 习 和 研究 过 < 九 何 原本 >， 就 是 现代 的 中 学 几何 教科 书 ， 也 不 
过 巧 换 用 了 一 些 近 代 的 名 词 ， 基 本 于 采用 了 他 的 主要 内 容 。 他 
的 成 就 是 值得 称 次 的 。 

但 是 ，* 几 何 原本 ?里 仍然 存在 一 些 缺 点 ， 有 些 观 点 还 是 采 

2 站 


用 了 直观， 并 没有 做 到 按 慰 辑 法 则 建立 几何 学 的 目的 。 正 如 周 
我 们 在 中 学 里 所 学 的 几何 一 样 ， 对 于 某 些 场 含 ， 并 没有 严格 前 
证 明 ， 有 时 是 任 宜 观 承认 它 , 有 时 是 默认 适 过 ， 缺 乏 逻 辑 依 据 ， 
其 体现 在 : 

1。 ”没有 提 色 直线 与 圆 弧 上 的 点 的 连续 性 ， 就 是 说 ,没有 
连续 公理 ,例如 直线 4 与 贺 弧 CD 相交 于 P， 如 果 人 允许 直 线 和 
加 弧 上 的 点 不 连 悉 的 话 , 那么 ,了 点 就 不 一 定 存 在 了 ， 图 14 的 三 
种 情况 ， 说 明 如 果 直 线 和 国 弧 上 的 点 不 是 连续 的 话 ， 它 们 就 可 
能 从 “间歇 ”中 穿 过 去 ， 而 不 存在 交友 了 ， 


电 EE 2 
Pp p/ 
CG n / / 
| 是 | 过 


《1 (2) (3) 
图 ”4 


2。 没有 提 到 侠 形 经 过 公 动 后 ， 形 状 、 大 小 的 不 变 兰 。 摘 
如 ，“ 在 一 个 三 角形 的 两 边 及 严 角 对 应 地 等 于 另 一 个 三 胡 形 的 
两 边 及 夹 角 ， 则 这 两 个 三 角形 全 等 ”的 证 明 中 ， 必 须 把 一 个 三 
角形 多 过 运动 ， 才 能 把 它 重 合 到 另 一 个 三 前 形 上 去 ， 这 就 是 运 
动 的 械 念 。 一 条 线段 或 一 个 角 经 过 运动 后 ， 它 们 的 长 度 、 大 小 
是 否 变化 了 ? 是 否 弯曲 了 ? 这 都 是 值得 考虑 的 问题 。 册 于 在 各 
个 不 同 的 地 点 ， 物 质 受 到 外 界 环 境 前 影响 (如 引力 、 磁 场 等 )， 
在 运动 中 变 了 形 是 经 常 的 事情 ， 因 此 ， 我 们 必须 规定 经 过 运动 
后 ， 直 线 的 性 质 、 线 段 的 长 底 、 人 角度 的 大 小 ,图 形 胡 形 状 不 变 ， 
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才能 保证 把 一 个 图 形 搬 到 另 一 个 图 形 上 时 ,根据 已 给 条 件 合 同 ， 
就 是 说 缺乏 合同 公理 ， 

3。 用 直观 代替 了 顺序 概念 。 

例如 在 证 明 命 是 “每 个 三 角形 大 边 A 
对 着 大 角 ” 时 ， 在 大 边 4 好 上 了 到 .4 等 于 
小 边 40， 连 DO， 那么 DO 介 于 CU D 
C 了 之 间 ， 就 完全 是 任 直 观 的 。 欧 凡 里 五 0 
得 事先 未 必 任 柯 关于 顺序 的 规定 未 作为 图 15 
推 证 命题 交 依 据 ,就 是 说 缺乏 顺序 公理 。 

为 了 说 明 阅 序 公理 的 重要 性 ， 现 在 从 反面 上 管 一 个 有 溃 的 
几何 诡辩 , “此 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 , "当然 这 只 是 一 种 诺 辩 ， 
面 不 是 证 明 . 但 是 由 于 缺乏 贤 序 公理 , 才 会 有 这 样 的 错误 结论 。 
问题 是 这 样 的 ， 

已 和 人 和信 48C 是 任意 三 角形 ， 

求证 AB= 40 

证 作 必 4 的 平分 线 A4T， 作 BO 的 中 垂 线 DEK， 

分 下 面 两 种 情况 ; 


1” 如 果 .4782 在 〔〈 如 图 16) 二 
DT BC 
1 
又 已 知 47 平 分 一 4， 
AABT es A ATO (ri Sa ry 0 
AB= AC 图 - 地 


2” 如 果 47 与 妃 丰 相交 ， 这 时 可 分 三 种 情况 ， 
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(1 交点 在 80 过 上 ( 胡 图 17)。 那 么 交点 就 是 BC 的 中 点 
轧 ， 延 发 AD 至, 使 DE= AD,， 
又 “了 站 = DO 
4BBC 是 平行 四 边 形 ， 但 对 角 线 4 平分 它 的 对 角 ， 
4BEC 是 萎 形 ， 
AB= AO 


(2) 交点 在 六 4BC 内 部 (如 图 18)。 设 交点 为 D， 帮 


图 17 图 了 18 
QELAB, OF AV 
册 AO84sAOr 4 (二 角 、 梓 、 笑 边 杏 等 ) 


QE=O0F, AE=AF DD 
又 因为 OD 是 BC 过 的 中 算 线 ， 那 么 AOBDgsAODC- 
OB= O00 


又 在 直角 三 角形 OBE,，0OFC 中 ,有 UEB=0F, 0B=00,， 
那么 
AUBER MOCF 


28 


pp er re rr pr re er 一 Tr HE erHc 


BB= FO | 国 
将 (D、 鸳 两 式 相 如 4B+BB= AF+ FO 
AB = 4C 
(3) 奕 所 人 4B0C 外 部 一 点 D， 作 OPB.OF 和 分别 重 直 4 五 AG 
的 延长 线 于 态 、 玖 ， 
则 AO84sA0O84 (是 角 、 锐 角 、 和 斜 边 相等 ) 
ORB =0OF, ABR= AF 全 
RAODBEAODO, 0B=0O0 
从 而 A 人 ORB OFO 
(前 角 边 ， 直 角 ， 斜 边 相 等 ) 
从 而 BE=OF 全 
从 图 减 去 中- 
AB- BFR= AF -OF 
AB = AC 
由 上 入 各 种 可 能 情况 都 得 出 
4B= 4C， 所 以 说 “ 凡 三 角形 
着 是 等 条 三 角形 ”得 到 证 明 ， 图 19 
上 述 证 明 过 各 中 的 全 部 论点 ， 都 是 光 可 指 演 的 ， 然 而 结论 
却 是 非常 错误 的 。 到 廊 在 什么 地 方 出 了 错误 呢 ? 原因 是 湾 有 按 
般 序 公理 去 考虑 问题 ， 图 形 画 错 了 ， 正 确 的 隐形 应 该 是 ,第 一 ， 
成 0 不 能 在 三 角形 4BC 的 内 部 ， 第 二 ， 点 妨 严 既 不 能 同时 在 点 
4 和 溃 、 点 4 和 IC 之 外 ， 也 不 能 在 点 4 和 B、 点 4 和 C 之 内 ， 即 应 
该 是 一 个 在 其 内 ， 一 个 在 其 外 。 正 确 的 作 图 应 该 是 ， 交 点 @ 在 
八 4BO 的 外 接 圆 忆 它 缴 的 中 点 上 ， 
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由 此 可 见 ， 如 果 一 切 论 证 仅 人 1 
核 于 直观 图 形 就 减弱 了 立论 的 逻辑 
性 与 正确 性 。 欧 所 里 得 在 自己 的 证 
明 中 ， 有 时 不 依据 公理 和 前 面 的 定 
理 而 依靠 直觉 ， 这 样 他 的 某 些 定理 
并 没有 完 余地 被 证 明 . 

对 于 这 个 问题 ， 如 果 要 严格 地 图 -20 
讨论 ， 则 要 用 顺序 公理 来 论证 。 

在 几何 原本 中 ， 除 了 南 乏 连续 公理 、 合 同 公 更、 顺序 公理 
外 ， 对 于 一 些 某 本 元 素 ( 如 点 、 直 线 ,平面 等 ) 都 企图 给 予定 义 ， 
但 这 是 不 可 能 的 ， 现 在 我 们 知道 象 钦 几 里 得 那样 给 予 的 定义 都 
是 多 余 的 ， 因 为 在 以 后 根本 没有 用 到 它们 。 


3 
从 欧 几 里 得 


第 五 公设 试 证 的 失败 到 非 败 几何 的 萌芽 


在 欧 几 暴 得 4 几何 原本 ?> 中 的 第 五 公设 是 这 样 的 : 若 两 直线 


和 第 三 直线 相交 ， 且 在 同一 侧 所 移 成 的 两 个 同 侧 内 角 之 和 小 于 
一 直 角 ， 则 把 这 两 直线 向 这 一 合适 当地 延长 之 后 一 定 相交 。" 这 


个 公设 的 叙述 是 如 此 的 元 长 复杂 ， 并 不 象 其 他 公理 那 祥 简 单 和 


明显: 加 之 它 在 “原本 ”中 的 应 用 很 送 ， 仅 在 第 9 命题 中 叭 一 
地 应 用 了 一 次 ， 因 此 历代 的 数学 家 认为 不 一 定 要 作为 公理 【〈 公 
设 ) 出 更， 而 可 以 从 排 在 它 前 面 的 公理 、 定 理 中 推 证 出 来 。 

在 欧 几 里 得 以 后 的 两 千年 期 间 , 许 多 数学 家 都 去 试 证 过 它 ， 
和 例 如， 波 西 道 尼 《公元 前 一 世纪), 孝 陶 列 密 (公元 前 三 世纪 )， 
添 罗 充 鲁 (410 一 475), 那 面 尔 : 人 叶 金 (1201 一 1274),DD, 将 证 斯 
(1616 一 1703); 兰 佩 尔 (728 一 -1777), 勒 让 得 年 (1752 一 1833)， 
伏 ， 波 时 埃 (1775 一 1856), 忆 , 萨 开 里 (1667 一 1733)， 高 斯 (1779? 
一 1855)， 约 。 波 里 埃 (1802 一 1860)7 和 尼 古 拉 。 俩 凡 诺 维 奇 ， 罗 
马场 夫 斯 基 等 ， 和 都 曾 作 过 很 大 的 努力 ， 有 的 甚至 用 了 终生 的 力 
基 ， 但 没有 一 个 获得 成 功 。 优 。 省 里 埃 就 是 其 中 终生 从 事 这 项 
工作 前 一 个 ， 当 季 知 道 他 的 包子 级 。 波 里 挨 正 在 进行 关于 平行 
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线 论 的 研究 时 ， 他 写 信 给 他 的 玫 子 说 :希望 你 ，…… 不 要 收 克 
服 平 行 绕 论 的 尝试 ， 你 花 了 所 有 时 间 在 上 面 ， 查 你 一 辈子 也 证 
不 出 这 命题 ，……: 我 熟知 一 切 方 法 直到 尽 涉 ， 我 还 没有 直到 过 
一 个 思想 未 兽 被 我 所 探讨 过 的 。 我 经 过 了 这 个 夜 的 无 希望 的 黑 
障 ， 并 且 我 在 这 里 面 霸 宙 了 人 生 的 一 切 亮 光 ， 一 切 快 乐 …… 希 
诅 你 放弃 这 个 问题 。 对 它 的 害怕 应 当 更 多 于 感情 上 的 迷恋 :…… 
这 个 徐 任 何 时 候 不 会 在 地 面 上 明朗 化 …… 这 是 我 心里 最 大 的 永 
远 的 创 怕 ……。 可 而 这 位 老 数 学 家 失 数 后 的 心情 是 密 么 苦恼 和 
失望 | 不 过 , 约 ， 波 里 埃 没有 接受 他 父亲 的 劲 告 , 他 继续 工作 ， 
从 而 开拓 了 郑 的 数学 领域 ， 与 罗 巴 切 夫 斯 基 和 高 斯 等 人 一 起 成 
为 非 欧 几何 齐 妈 入 之 一 ， 

现在 再 举 两 个 在 历史 上 有 各 的 例子 ， 来 说 明 历 代数 学 家 全 
图 证 明 第 五 公设 的 情况 ， 以 资 异 上 鉴 。 这 类 证 明 都 依据 了 一 个 与 
第 五 公设 等 价 的 命题 ， 因 而 这 些 证 期 都 是 兴 数 的 ，。 

盲 先 看 希腊 证 代 的 数学 家 犹 罗 克 重 的 证 明 。 

设 竟 线 六 和 户 被 第 三 直线 ?所 鹤 ， 在 ?的 一 侧 构 成 同 侗 肉 角 
& 和 PB， 且 a +B<20., 

求证 所 积 玉 两 条 直线 相 
莫 ， 

证 -过 让 二 1 的 交点 8 人 帮 

直线 :， 使 !/ 和 i 两 条 直线 在 ?的 
上 方 作成 外 ,并 且 有 a’ =a， 
很 明显 ;与 i, 不 相交 (证 见 定 理 
1、 推 论 2 ，, 它 可 不 依赖 于 第 五 图 21 
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公设 )， 
ca +B=a+B<20 
直线 1 与 4 不 相同 ， 

人 B20d—a 

"也 莫 在! 计 面 ，! 与 1 所 成 的 角 的 内 部 ,并且 和 ! 作 成 角 *， 
r=24- (a+B)》 是 大 于 零 的 。 

现在 我 们 在 上 上 取 动 点 CO, 并 使 0 沿 着 i 与 吾 扣 无 限 地 远离 ， 
如 果 令 局 到 i 的 距离 = OD 则 当 O 点 由 点 8 出 发 而 元 限 远 离 的 时 
候 ，?% 将 由 用 开始 无 限 地 递增 ,斯 以 天 一 定 会 在 一 点 C 的 位 置 上 上 等 
于 上 ,与 两 条 直线 则 的 距离 ， 这 个 时 候 ， 因 为 CO 到 /的 距离 是 1, 利 ! 
的 距离 ， 所 以 0 一 定 薪 在 i 上， 也 就 是 说 C 是 1, 与 ;的 交 虚 了 ,于 
是 就 征明 了 i 与 ;必定 相交 ， 

这 个 第 五 公设 的 诈 骨 在 什么 地 方 发 生 了 满 澜 呢 ? 

薄 罗 郊 兽 在 这 个 诈 明 中 作 了 两 个 假设 ， 

1 当 C 如 让 奏 呈 无限 远 离 氮 呈 和 时， 距离 六 = 已 妃 将 无 限 增 天 。 
这 与 第 五 公设 无 关 ， 

2 ” 如果! 与 ,不 相交 ， 则 1 与 i; 的 距离 一 定 有 上 界 ， 并 且 对 
于 一条 直线 土 所 有 的 上 到 另 -条 直线 的 距离 都 相等 ， 这 从 好 是 
与 第 五 公设 等 价 的 命题 ， 

蒲 罗 训 鲁 的 这 个 证 明 ， 不 是 真正 的 证明， 仅仅 是 把 蒲 罗 充 
扯 的 假设 与 第 五 公设 对 调 了 一 个 位 置 而 已 ， 因 此 他 的 工作 失 贡 
了 。 

再 让 我 们 看 英国 数学 家 窗 雷 斯 的 证 明 ， 

设 i; 与 ;是 两 条 直线 ， 第 三 条 直线 i 截 这 两 条 直线 ,使 在 
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1 的 间 山 内 角 为 a 及 B， 而 «+B<24d 
求证 与 和; 必 相 交 ， 

证 ”过 1 及 ,的 交点 4 作 直 线 !， 使 1 与 1, 交 成 角 ;因为 «+B 
<24 所 以 ! 必 落 在 角 a 的 邻 补 角 之 内 ,现在 把 直线 沿 荐 4 好 方向 
平行 移动 ， 并 保持 钊 不 变 ， 基 ! 必 能 达到 一 个 位 置 ! ,与 i1 交 
于 点 C/ ， 与 1, 交 于 点 B'. 

再 以 线段 4B 为 一 过 
作 与 人 4'B'0' 相似 的 三 
角形 4DBC, 因为 1 与 过 4B 
所 成 的 角 是 和 8， 所 以 这 个 
相似 入 4B0 的 一 条 过 BC 
在 1 上. 间 理 ， 另 一 条 边 图 22 
40 在 1, 寺 ,故人 入 ABC 的 
第 三 个 顶点 C， 一 定 在 生 与 ?相交 的 地 方 , 因 为 和 和 A4B/C 相似 
的 三 角形 一 定 存在 ， 所 以 两 条 直线 ;i 及 PP 一 定 有 交点 ， 这 就 证 
明了 第 五 公设 ， 

窜 备 斯 这 个 证 明 错 在 什么 中方 电 ? 

错误 是 他 假设 了 与 A4BC/ 相 仆 的 三 角形 一 定 存在 ， 事 实 
二 这 正 是 与 第 注 公 设 等 价 的 合 感 ， 因 此 窜 雷 斯 并 没有 高 正 证 明 
第 五 公设 ， 他 的 工作 同 玺 罗 克 重 一 样 地 失败 了 。 

此 外 ， 历 史上 还 有 许多 数学 家 也 问 样 犯 了 “循环 论 迹 * 的 
错误 ， 一 切 证 明 都 拓 败 了 。 本 书 在 前 一 节 曾 提出 过 萨 开 里 的 三 
种 般 设 ， 莫 让 得 耳 的 错误 证 法 ;就 是 十 九 世 纪 的 数学 权威 高 斯 ， 
15 岁 时 就 开始 考 虚 这 个 问题 ， 一 直到 39 岁 还 没有 放弃 。 他 曾 写 
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信 答 马赫 尔 说 ，… 应 直率 前 承认 ， 二 生年 玉 ， 我 们 并 没有 比 葡 
几 里 得 走 得 远 一 些 ” 。 后 来 他 又 说 : 我 日 益 相 售 ， 我 们 几何 中 所 
需要 证 明 的 部 分 ， 却 是 赴 能 证 明 的 。" 士 八 直 纪 末 期 ， 短 国 一 位 
数学 家 曾经 分 析 过 30 个 第 五 公设 的 和 证明， 并 且 都 找 出 了 每 个 证 
明 中 的 错误 。 可 以 息 象 ， 这 两 千 狗 年来， 数学 家 们 走 过 的 道路 
是 多 么 曲折 啊 ! 

有 人 指出 :" 过 直线 外 一 点 具 可 和 作 一 条 直线 与 已 知 直 线 不 下 
六 ”是 可 行 的 在 我 们 的 实 三 中 的 确 上 只 能 作 一 茶 这 祥 的 直线 ， 
如 果 作 两 条 这 样 的 直线 ,总 可 认为 其 中 有 一 条 与 已 知 直 钱 相 交 ， 
所 以 有 人 说 :这 直线 外 一 点 可 作 两 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 ” 
是 行 不 适 的 。 

在 十 八 世 纪 玉 到 十 九 世纪 和 初 ， 康 德 {Jmmonuel Kant 1724 
一 1804 短 国人 ) 的 唯心 主义 哲学 影响 最 深 ， 妇 德 主 义 者 认为 ， 
“公理 ” 测 就 是 这 样 一 种 原理 ; 当 人 人 们 的 智 营 一 经 注意 到 它 的 时 
敢 ， 它 便 浅 显明 白地 排斥 任何 可 能 的 怀疑 在 这 种 唯心 主义 思 
想 的 束缚 下 ， 人 们 就 不 敢 咨 认 欧 几 里 得 第 下 公设 而 伐 换 在 形式 
上 更 不 浅显 明白 的 公设 。 所 以 ， 当 罗 巴 切 去 斯 起， 约 。 波 里 埃 
(Johonn Bolyail1802 一 1860 人 得 牙 利 人 ) 等 人 提出 与 欧 几 里 得 第 
五 公设 相反 的 另 一 个 公设 : 在 平面 内 过 已 知 直线 外 的 一 个 已 知 
点 至 少 可 以 作 两 条 直线 与 已 知 直线 不 根 谈 ”的 时 全 , 曾 遭 受到 许 
客 读 请 ， 它 不 能 被 人 们 所 接受 .当时 有 些 数 学 家 说 他 是 “怪人 *、 
“是 对 有 学 问 的 数学 家 的 讽刺 ” ,如 使 鲁 有 声 妃 的 学 者 奥 斯 特 罗 
格 弥 基 也 在 罗 巴 切 夫 斯 基 的 手稿 上 批 着 “不 值得 科学院 注意 * 
等 根本 千足 的 党 见 ， 甚 至 当时 的 数学 入 感 高 斯 也 没有 公开 背 定 
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罗 巴 切 才 斯 基 的 著作 ， 只 是 在 朋友 通信 中 说 罗 巴 功夫 斯 基 是 ， 
“ 肯 光 敏锐 的 数学 家 ?。 今 天 ， 我 们 初次 遇 到 这 个 命题 时 感到 “ 吃 
惊 ?, 甚 至 感到 “怪诞 * ,也 就 没有 什么 奇怪 的 了 。 

但 是 ， 我 们 不 要 忘记 在 几何 里 指 的 直线 是 无 限 伸 长 的 ! 在 
无 限 领域 里 所 引出 的 无 限 长 的 直线 是 否 相 记 ， 我 们 是 无 法 去 检 
查 的 。 不 能 因为 在 一 张 画图 纸 那 样 小 得 可 怜 的 有 限 区 域 里 所 引 
的 某 条 “平行 线 ” 与 己 知 直线 不 相 变 ， 就 判断 说 在 无 限 领 域 凡 
也 一 定 不 相交 。 不 可 以 由 此 就 肯定 艳 无 限 区 域 里 过 已 知 直线 姑 
一 点 所 引 的 那 两 条 直线 就 一 定 会 相交 ， 将 有 限 区 域 里 所 检验 的 
(不 是 通过 理论 的 )》 局 部 片断 结果 ， 当 作 无 限 区 域 里 的 普 湖 现 
象 ， 显 然 是 行 不 通 的 ， 这 也 就 是 同 欧 氏 几何 的 某 些 命题 出 现 矛 
盾 的 原因 所 在 . 

再 说 ， 单 赁 直觉 与 片面 的 经 验 作 出 的 判断 ， 是 不 能 当 作 天 
性 知识 踢 待 的 。 除 了 在 有 日 常生 活 和 上 生产 中 能 举 出 许多 事例 外， 
现在 在 几何 里 再 举 一 个 有 趣 的 例子 ， 建 议 大 家 在 说 明 这 个 事 便 
讨 ， 淋 手 制 作 王 夯 的 模型 ， 就 会 有 更 深刻 的 休会 . 

把 一 条 和 扼 形 长 条 纸 右 4BCD( 如 图 ?总 在 一 个 平面 上 ,使 4 有 
在 平面 肉 ， 但 把 对 边 C 翻 转 180?， 然 后 与 4B 粘 牢 ， 使 如 与 4 重 
合 ， 力 与 8 重合 ， 就 成 了 一 条 扭 戎 的 环 带 ， 

现在 把 这 个 扭曲 的 环 带 拿 起 来 ， 用 间 刀 沿 着 中 间 线 召 太 (上 岩 
线 ) 把 它 前 开 ， 那 么 你 大 概 会 议 为 “这 一 下 当然 前 开 成 为 两 个 
环 了 。” 训 是 当 你 亲手 用 前 刀 细 心地 前 一 圈 后 ， 你 会 大 吃 一 惊 ， 
它 并 不 象 你 “判断 ”的 那样 ， 相 反 ， 它 仍然 是 一 个 环 ， 这 个 环 
的 长 度 增加 了 一 信 ， 宽 度 减 少 了 一 半 。 这 说 明 你 的 主观 判断 是 
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错误 的 。 第 二 次 ， 你 又 则 第 一 次 一 样 ， 沿 着 中 间 线 再 前 一 黑 ， 
你 看 会 怎样 昵 ? 这 一 次 ， 你 会 接 溉 上 次 的 灵验， 判断 “前 开拓 
仍 扒 蚌 一 个 环 ， 它 的 长 度 又 增加 了 一 售 ， 宽 度 又 减少 了 一 半 ,” 
蛙 划 尿 这 个 经 验 的 判断 ， 亲 败 是 对 的 。 第 三 次 你 又 照 前 面 的 方 
法 ， 拿 戎 前 刀 沿 中 邮 线 前 去 。， 你 接受 第 一 次 销 误 判 断 的 教训 ， 
尾 基 第 二 次 正确 判断 的 经 验 ， 说 :“ 甬 开 后 仿 旧 是 一 个 环 ， 这 个 
环 的 长 度 又 增加 一 便 ， 骞 度 又 减少 一 半 .” 可 是 结 果 如 何 呢 ? 藤 
完 一 图 后 ， 你 叉 会 大 用 一 惊 ， 这 次 只 有 一 半 的 长 度 被 前 开 了 ， 
症 另 一 半 的 长 度 却 根 本 没有 被 前 到 。 这 说 明 居 虽 热 接受 了 第 一 
次 判断 失 玖 的 教训 ， 鹃 取 第 二 次 兰 断 成 功 的 经 验 , 可 是 这 个 "经 
验 " 第 三 次 却 用 不 上 了 ,( 注 ,上 而 这 个 扭曲 环 带 称 为 梅 比 乌 斯 (Mobius) 
环 带 , 它 述 有 一 些 有 趣 的 事实 .这 些 事实 是 不 易 被 简单 的 直觉 产 理 解 的 .》 
这 个 重子 说 明 我 们 如 时 单 洗 感官 的 直觉 与 片面 的 经 验 所 作 
出 前 判断 ， 不 一 定 千 得 住 ， 有 时 会 出 现 错误 ， 有 具 有 作出 按 辑 推 
理 判 断 ， 才 是 可 欧 的 .在 几何 里 某 些 命题 尽管 者 起 来 是 显然 的 ， 
号 也 


但 厦 如 果 不 作 出 逻辑 推理 判断 ， 仍 不 能 被 人 们 所 承认 。 码 此 ， 
泡 辑 地 建立 几何 学 ， 就 成 为 一 项 艰巨 的 任务 了 . 

大 家 都 知道 ， 欧 儿 里 得 的 平行 公理 一 一 在 平面 内 过 已 知 坦 
线 外 的 一 个 已 知 点， 最 多 只 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 
是 一 个 不 加 证 明 “事实 上 也 不 可 能 证 明 )》 而 作为 一 种 “约定 。 
的 命题 。 我 们 已 经 不 能 从 逻辑 上 证 明 它 ， 也 不 能 从 温 辑 上 推 需 
它 。 因 此 我 们 油 有 理由 去 反对 它 。 现 在 罗 巴 切 夫 斯 基 的 “约定 * 
一 一 在 平 了 而 内， 过 已 知 直线 外 的 一 个 已 类 点， 至少 可 以 作 两 条 
直线 都 与 已 知 直 线 不 相交 一 一 如 果 你 也 无 法 从 逻辑 上 推翻 它 ， 
又 怎么 可 以 武断 地 反对 它 呢 ? 所 谓 在 逻辑 上 去 推翻 它 ， 就 是 先 
承认 它 ， 然 后 在 承认 它 的 前 提 下 去 我 矛盾 。 如 果 找 到 了 矛盾 ， 
就 意味 着 我 们 原先 承 议 它 是 不 应 该 的 ， 这 样 就 把 这 个 “ 纳 定 * 
推翻 了 。 如 果 在 逻辑 上 拒 不 到 矛盾 ， 就 本 能 武断 地 否定 它 。 这 
种 想方设法 去 找 矛 慎 的 思想 ， 就 导致 了 “ 非 欧 区 何 ” 的 昔 硅 ， 
我 们 还 会 系统 地 阐述 这 种 发 能 成 “ 非 欧 几 何 ” 的 过 程 〈 我 们 重 
点 谈 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 主要 内 容 ) ,这 对 于 提高 我 们 的 迎 辑 思 
维 能 力 和 空间 想象 能 力 ， 都 将 是 大 有 益处 的 。 
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4 
公理 系统 


前 面 说 过 ， 欧 基 米 得 + 几何 原本 ?存在 着 缺点 。 这 主要 是 它 
在 某 些 地 方 ， 用 直观 代 赫 了 盐 辑 推理 ， 这 对 于 逻辑 好 建立 几何 
学 来 说 ， 是 不 能 容许 的 。 历 民 数 学 家 早 曾 注 意 到 这 个 问题 。 一 
直到 十 ' 九 世纪 来 期 ， 和 项 尔 俏 特 (D .Hilbert} 在 1899 年 出 版 了 他 
的 名 效 ¢ 几 何 基础 ?， 才 解决 了 这 个 问题 。 为 此 ， 他 在 1903 年 获 
得 以 因 已 急 夫 斯 基 的 名 字 命 名 的 国际 奖金 ， 

着 水 伯 特 在 他 的 著作 中 ， 提 出 了 欣 几 时 得 几 柯 完 溃 和 的 几何 
公理 系统 ， 从 这 个 公理 系统 里 可 以 用 逻辑 推荐 得 到 这 个 几何 的 
所 有 检 和 容 ， 并 且 确 立 了 在 这 个 系统 中 每 一 组 公理 对 于 其 他 从 再 
的 独立 性 ， 

关于 公理 系 统 必 须 满足 下 面 三 个 基本 条 性， | 

1， 公理 系统 的 相 容 性 (无 矛 拓 性 就 是 说 在 给 定 和 的 公理 系 
统 肉 ， 不 能 有 两 个 互相 矛盾 的 命题 ) ， 

2， 公理 系统 中 的 各 条 公理 的 总 空 性 (是 指 一 个 公理 系统 
里 前 每 一 个 公理 ， 都 有 它 独 立 存 在 的 必要 性 ， 也 就 是 说 ， 在 系 
统 内 和 舞 一 条 公 于 不 能 用 其 余 的 公理 ， 通 过 迎 辑 的 方法 加 以 证 
明 ). 【 详 见 七 ，8$1) 

3. 公理 系统 的 完 午 性 〈 是 指 给 定 的 公 至 系统 用 各 种 模型 
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解释 时 ， 对 于 其 中 所 有 的 定理 ， 都 有 一 对 一 的 对 应 关系 ， 则 这 
个 公理 系统 是 完备 的 )， 

也 有 这 样 -种 说 法 ， 公 理 系统 本 二 是 完备 的 ， 不 能 把 新 的 
公理 增加 到 这 个 系统 中 去 ， 和 使 之 成 为 更 细致 的 公理 。 也 就 是 说 
这 个 公理 系统 已 经 是 完全 够 用 的 了 。 

下 面 列 举 希 尔 伯 特 欧 公理 系统 ， 

首先 给 出 三 个 集合 ， 

种 一 个 集合 的 对 象 称 为 “点 ”用 4 、 号 、C 和 表示 3 

第 二 个 集合 前 对 象 是 “直线 ”, 用 g。、z、2…… 表 示 ! 

第 三 个 集合 的 对 象 是 “平面 ", 用 wa、 月 、Y…… 袁 示 ， 

点 叫 艇 直线 几何 葛 元 素 ; 点 与 直线 串 散 平面 几何 的 元 素 ; 
点 、 直 线 和 平面 叫做 空间 几何 的 元 素 ， 

我 们 的 主要 任务 是 研究 基本 对 象 闽 的 一 些 欧 系 ， 例 如 ; 

“在 上面 *"， 或 者 “-… 通 过 …” 岂 艇 结合 关系 ， 

人 于 … 之 间 ” 喇 散 介 于 关系 ! 

人 合同”" 几 艇 合同 关系 ， 

“和 行 * 岂 居 平 行 关系 
基本 对 和 象 之 间 的 关系 不 是 任意 移 ， 它 们 必须 满足 下 面 列 举 的 五 
组 公理 系统 的 要 求 。 到 于“ 对答” 本 身 的 具体 形象 是 什么 ， 或 
是 “关系 ”的 具体 解释 已 样 ， 并 不 是 重要 的 。 就 是 说， 满足 一 
定 公理 系统 的 对 象 构成 一 定 的 几何 学 ， 

下 而 介绍 希 尔 们 特 的 五 组 会 理 。 

第 [组 ， 结合 公理 ， 共 有 8 条 。 
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1 ， 对 于 任意 的 两 个 点 4，8B， 存 在 着 直线 4 通过 4 点 及 8 

1 ， 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4、B， 和 至 多 存在 荐 一 条 通过 
它们 的 直线 4. 

1 。 在 每 一 条 直线 上 鞋 少 有 两 个 点 ,至 少 存 在 着 三 个 点 不 
在 一 条 直线 上 ， 

TI 对 于 任 三 个 不 在 一 条 直线 上 的 点 4、 上 加、0 ,存在 通 这 
每 个 点 的 平面 au， 任意 一 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 ， 

1 。 对 于 任意 三 个 不 在 一 条 直线 上 的 点 4、 瑟 、C, 至 多 有 
一 个 通过 每 个 点 的 平面 0. 

1 。 如 果 直 线 4 的 璀 个 点 4、B， 落 在 平面 4 上 , 则 直线 a 的 
任何 点 都 落 存 平面 a 上 . 

I + 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 , 别 它 们 至 少 还 寡 第 二 个 
公共 点 。 

| s 至 少 存 在 四 个 点 不 在 一 个 平面 上 ， 

第 ] 组 ， 顺序 公理 ， 共 4 条 ， 

我 们 假定 前 线 上 的 一 个 点 ， 对 于 僻 一 条 直线 上 两 个 别 的 点 
有 一 种 关系 ， 这 种 关系 称 为 “ 介 于 关系 .“ 介 于 ”关系 满足 下 
面前 公理, 

E ， -如 梨 点 了 介 于 4、0 之 闻 ， 则 4、B、0 是 一 条 直线 上 
的 三 个 不 网 的 点 ， 丽 且 点 也 介 于 点 0 与 点 4 之 间 。 写 城 

ABG 

如 果 有 43C， 

则 有 CB4 多 24 

二 丰 


A BB 他 


= rr es rer ge rr rm mr -er mm im 一 mm -一 一 H- 一 ua -二 -mu 


有 时 宣 款 吾 汶 4、 中 间 的 点 。 

于 。 对 于 任意 两 个 点 4、O， 在 直线 4C 上 至 少 存在 着 一 个 
点 也 ， 使 得 C 介 于 4、3 之 间 。 

这 条 公理 我 们 理解 为 线段 可 以 延长 。 

TI 。 同一 条 直线 上 的 任意 三 个 点 中 ,至 少 有 一 个 点 介子 其 
他 两 个 点 之 疗 ， i 

1 ， ( 煌 士 公理 )” 设 4, B,0O -Ie 
”是 不 在 一 直线 上 的 三 个 点 ，sa 是 4.B8.0 < 
所 决定 的 平面 上 的 一 条 直线 ， 并 且 不 通 
过 三 点 中 的 任何 一 个 点 。 如 果 直 线 4 通 4 
过 线段 4B 的 一 个 内 点 ， 则 直线 4 一 定 
要 通过 线段 40 的 内 点 或 者 线段 B80 的 内 - 策 中 
点 ， 

第 再 组 ， 合同 定 理 。 共 有 5 条 。 

这 组 公理 将 解释 “合同 ”的 概念 ， 从 而 得 到 “运动 * 的 相 
我 们 假设 一 条 线段 对 另 一 条 线段 (或 者 对 它 自己 》 可 以 有 
一 种 关系 ， 这 种 关系 用 “合同 * 或 “机 炮 ”的 字句 表示 ， 

合同 美 系 符合 下 面 的 公理 ， : 

有 如 果 4，、B 是 直线 上 的 两 个 点 ，A 人 是 同一 条 家 线 域 
者 另 一 条 直线 eq’ 土 的 点 ， 则 在 直线 a 上, 点 4 任意 的 一 乔 一 定 
可 以 找到 一 个 唯一 的 点 B'， 症 得 线段 48 与 线段 4/ 情 ' 合 同 ， 扎 
可 以 说 线段 4B 和 线段 47.B' 相 等 . 

合同 的 线段 4B 和 A'B'， 记 为 = 
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AB=— A B' 

这 个 公理 的 音义 十 据 ， 可 世 把 任意 一 菜 线 段 放 在 任意 一 条 
直线 上 ， 醒 得 线段 的 端点 和 直线 上 的 一 个 指定 鹏 点 重合 ， 而 线 
段 欧 男 一 个 加 点 蓝 在 那个 指定 的 点 指定 的 一 柚 肉 。 所 以 也 简单 
地 称 这 条 公理 为 钱 久 运动 的 瞧 一 性 公理 

直 。 如 果 线 段 4 号 及 44B" 都 与 同一 条 线段 4B8 合同 ， 则 
A'B' 与 41BrY 合 同 ， 

如 果 A'B'=s4AB, ArBrmwmAB 

则 A'B'ssArB" 

二。 设 43 和 了 BC 是 直线 sa 上 的 两 个 线段 ， 没 有 公共 的 内 部 
版 ， 再 设 47 B' 和 BrC' 是 同一 条 直线 或 者 是 另 一 一 和 有 纹 土 的 


两 条 线段 ， 也 没有 公共 点 。  ， ee, 
如 果 ABm=4’ 有 B" 

息 BO=B'O’ A Cr” 
则 AC AO 图 ，28 
这 条 公理 表示 线 ¥ 段 竟 可 加 性 ， 


页 。 如 果 在 平面 % 上 给 定 一 个 角 人 (hh,£)， 在 同一 个 或 者 
努 一 个 平 交 wx 土 给 了 直 名 aa" ， 并 且 在 平 而 zx" 上 指定 了 了 二线 a 的 
确定 的 一 侧 ， 设 /是 直线 a 上 从 点 9! 出 发 的 射线 ， 那 妈 在 平面 
wa "十 存 在 着 叭 一 的 一 条 射线 8 ， 合 得 一 (5 从 合 局 于 一 人 8 
8 )， 曾 县 人 (h'，6/) 的 所 有 内 部 的 点 都 在 直线 4' 所 指 的 那 一 
树 ， 这 也 可 让 说 06, 申 和 6! ,8 7 相 和 区 。 

合同 角 二 (加 人 和 一 (7 记 戌 ， 

(hh) (hb’) 
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答 开 二 本 区 六 


对 于 每 一 个 角 ， 我 们 总 认 2 
为 它 利 它 自己 合同 ， 就 是 有 合 


同 关 系 ， k 
/hh /hb) / hh 


RR (hE (hh) 


这 是 甫 的 运动 的 唯一 性 公理 ， 图 27 
和。 两 个 三 角形 信 48C 和 和 A4 207 之 间 有 下 曾 的 合同 
关系 : 


如 昌 有 AB=4'B’,，AC=4d'0', /BACm /BA'O!’ 

测 总 有 .4BC=A4' BIO 和 /4A0B= AL 

第 焉 组， 连续 公理 ， 

入 (向 基数 德 公理 } 设 48 和 和 CD 是 任意 和 的 两 条 线 跋 , 屠 
么 在 直线 4B 上 一 定 存在 著 有 限 个 点 妃 ,，4，,，4。，…… ;4 
?JTJ， 这 些 瓜 排列 的 形式 是 ， 点 44: 介 于 点 4 和 ,之 闻 : 点 了 4， 
介 于 点 4,、4, 之 间 ， 等 等 ， 眉 与 段 之 间 有 合同 关系 ， 

44 = A d,s ds. As OD 

并 且 使 点 8B 介 于 上 记 4 和 4, 之 癌 、 


二 让 3 上 ts nn-I A 
0 六 
图 如 


. 〖s。 《〈 康 脱 儿 公 型 ) 设 在 直线 < 上 给 了 线 暇 的 无 穷 序 列 ， 
AB,, 4,B,, 四 本 寺中 每 一 个 后 而 的 线段 庚 端 点 
在 和 内， 完全 落 在 前 面 一 个 线 外 的 内 部 ， 再 有 ， 设 对 于 生意 络 定 
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的 线段 OZ， 无 论 密 么 短 ， 总 可 以 找到 一 个 自然 数 m 使 得 45， 
小 于 OD, 那么 在 直线 上奏 在 着 一 个 点 5， 落 在 所 有 线段 #4,8,， 
上 44,8.,, ‘Ad Br … 的 内 部 。 
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这 两 个 公理 普 租 黎 为 测量 公理 ， 是 任意 线段 能 够 由 测量 得 
到 长 度 的 理论 基础 ， 

了 ,和 下 :两 条 公理 可 以 用 等 价 的 戴 短 京 特 (R,Dedekind) 
命题 来 代替 ， 

在 直线 上 界 于 二 点 4 卫 之 闻 的 所 有 各 点 卓 ， 如 能 分 成 两 类 
4 ， 上 ,， 满 足 ， 

(1) 每 一 点 玉 必 属于 这 两 类 中 的 一 类 , 而且 点 上 4 属于 第 一 
类 上 ， 点 了 属于 第 二 类 ,3 

(2) 在 第 一 类 8 里 异 于 点 4 的 每 一 点 时 ， 必 介 于 4 与 型 ， 
之 阅 ， 这 里 蓝 , 是 及 ;的 任意 点 ， 

称 到 | 、 长 ;为 一 个 划分 。 对 干 任 一 划分 区 ,、 芒 ,， 洽 在 路 
一 的 点 QO， 使 介 于 站 ， 人 CQ 之 间 的 任何 一 点 P 必 访 于 第 一 类 天,, 而 
且 介 于 C， 吕 之 间 的 任 一 点 &， 必 属于 第 二 类 并 ,， 这 样 对 应 于 
王 :、 五 :的 点 如 时 做 戴 得 京 特点 ， 

满足 ， 结 合 公理 [ ， _.，， 频 序 公理 荆 ; _:， 合 同 公理 于 |.s 
及 连续 公理 下 :的 几何 学 ， 黎 为 绝对 并 何 学 。 

第 PF 组 ， 平 行 公理 ， 

40 


这 里 分 别 有 两 个 截然 相反 的 公理 。 就 是 欧 几 里 得 平行 公理 
和 罗 台 切 夫 斯 基 平 行 公 理 。 分 述 如 下 ，; 

:欧元 里 得 平行 公理 

设 有 一 条 直线 和 及 直线 外 一 点 4， 则 在 sc 和 4 所 决定 的 孚 而 
上 上 上， 通过 4 点 最 多 只 有 一 条 直线 ec' 与 直线 s 不 相交 ， 

在 欧 玫 里 得 * 有 几何 原本 ?> 里 的 第 五 公设 是 这 样 狠 述 的 “在 一 
平面 上 好 果 两 条 直线 都 与 第 三 条 直线 相交 所 构成 的 网 其 内 角 的 
郴 小 于 二 直角， 则 在 构成 这 样 的 同名 内角 的 一 者 把 这 两 直线 这 
当地 延长 后， 一 定 相 次。” 

这 个 命题 报 述 较 和 党， 一 般 都 用 和 它 等 价 的 命题 来 代替 ， 如 
前 面 的 广 ， 称 为 欢 玫 里 得 平行 公理 ， 

出 移 对 几何 公理 系统 】 -起 和 | 外 ,加 上 
欧 玫 里 得 平行 公理 上 所 组 成 的 公理 系统 ， 称 为 歌 风 里 得 几何 公 
理 系 统 。 由 欧 几 里 得 公里 系统 逻辑 地 建立 起 来 的 几何 学 ， 称 为 
欧 开 里 得 几何 学 ， 简 称 欧 氏 有 几何。 

产 ” 史 巴 切 夫 斯 菇 平行 公理 

设 有 一 直线 <c 和 直线 外 的 一 点 4， 则 在 由 直线 we 和 点 4 所 
决定 的 平面 内 ， 过 4 点 至 少 有 两 条 直线 ， 都 与 直线 Ga 不 相交 。 

由 绝对 几何 公理 系统 T1601 1s 人 ,加 上 
罗 巴 切 夫 斯 类 平行 公理 /所 组 成 的 公理 系统 , 称 为 罗 巴 馈 夫 斯 
基 公 理 系 统 。 出 罗 巴 切 示 斯 类 公理 系统 妈 辑 地 建立 起 来 的 几何 
学 ， 称 为 罗 巴 切 天 斯 基 几 何 学 ， 简 称 罗氏 几何 . 

由 此 可 阁 ， 岁 轧 几 何 与 容 氏 几何 的 共同 部 分 是 绝对 几何 ， 
而 主要 的 区 哆 在 于 欧 氏 平行 公理 三 和 网民 平行 公理 三: 。 所 以 在 
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欧 氏 几何 与 罗氏 几何 中 凡是 不 应 用 到 平行 公理 的 定理 都 有 相同 
的 结论 ， 凡 是 应 用 到 平行 公理 的 定理 束 给 出 截然 相反 扒 竺 论 。 
例 妇 在 网民 几何 中 三 角形 全 等 的 判定 定理 ， 在 罗氏 几何 中 都 可 
以 应 用 ， 因 为 它 仅 仅 是 属于 绝对 几何 的 内 容 。 又 如 在 绝对 几何 
中 内 能 证 明 三 角形 三 内 角 的 和 小 于 或 等 于 二 直角 ， 因 为 还 没有 
利用 平行 公理 。 但 是 当 引 用 败 氏 平行 公理 后 ， 就 得 到 三 内 角 
之 和 等 于 二 直角 、， 当 引用 多 氏 平 行 公理 V' 后 ,就 得 到 三 内 角 之 
和 小 于 二 直角 ， 前 者 属于 歌 素 几何 的 定理 ， 后 者 属于 罗氏 几 想 
时 定理 ， 
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5 
与 欧 氏 平行 公理 等 价 的 命 玫 


前 面 我 们 曾 用 到 “等 价 ”这 个 说 ， 现 在 严格 地 定义 “等 价 
命题 ”. 

-是 义 ”如 果 在 某 一 公理 系统 里 ， 由 命题 4 能 推出 命题 B; 
反 过 来 在 这 个 公理 系统 里 由 命题 召 能 推出 命题 4 那么 就 称 命 
题 4 和 命题 召 是 等 价 的 

因此 要 证 明 平行 公理 与 某 --- 命 是 是 等 价 的 ， 必 须 证 明 两 广 
面 ， 在 绝对 几何 公理 里 加 上 平行 公理 能 够 证 明基 一 命题 ， 反 过 
来 在 绝对 几何 公理 系统 里， 以 这 个 命题 为 依据 ， 又 能 证 更 平行 
公理 ， 就 说 平行 公理 与 某 一 命 古 是 等 价 的 命题 。 

在 历史 上 ， 有 不 少 的 数学 家 用 了 很 大 的 精力 企图 去 证 明 平 
行 公理 ， 却 都 没有 得 到 结果 。 原 办 在 于 他 们 不 知 不 觉 地 应 用 了 
与 平行 公理 等 价 的 命题 作为 根据 去 推 证 平行 公理 。 例 如 在 第 3 
章 里 ， 我 们 兽 举 了 蒲 罗 克 鲁 和 帘 雷 斯 两 人 试 还 第 五 公设 所 犯 慢 
” 辑 错 误 的 例子 ， 这 些 努 力 ,都 说 明了 欧 氏 平行 公理 的 不 可 征明 ， 
它 是 独立 的 。 但 试 证 平行 公理 的 工作 ， 也 并 不 是 徒劳 的 ， 这 为 
后 来 建立 非 欧 几何 。 提供 了 新 的 里 维 方法 ， 开 性 了 新 的 道路 ， 
我 们 现在 历史 地 看 竺 问题 ， 应 该 作出 恰当 的 估价 。 特 别 是 对 于 
我 们 学 习 玫 何 学 的 人 来 说 ， 仔 网 地 推 茂 与 欧 氏 平行 公理 等 价 的 
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命题 的 各 种 证 明 ， 对 于 我 们 养 成 严格 地 用 逻辑 思维 的 方法 去 分 
祈 和 证 明 命题 是 很 有 益 的 ， 

与 平行 公理 等 价 的 命题 很 多 ,这 里 只 举 几 个 例子 作为 说 明 ， 
还 有 一些 等 份 命题 ， 可 由 读者 自己 去 证 明 . 

定理 5 ”命题 “任意 三 角形 的 内 角 和 等 于 两 直角 ”与 平行 
公 还 等 价 ， 

由 平行 公理 能 得 出 三 角形 内 角 和 等 于 二 直角 ， 这 是 我 们 时 
已 证 明 过 的 词 题 . 现在 只 可 证 明 ， 设 0 是 一 条 已 知 的 直线 ，4 是 
直 强 a 外 的 任 一 点 ， 证 明 通过 点 4， 只 有 一 条 与 4 不 相交 的 直线 、 

先 十 存在 性 ， 

假定 4B 是 从 点 4 到 直线 的 垂 线 、B 是 垂 足 。 过 4 作 4B 的 
垂 线 e， 直 线 *、x 同 是 4B 的 一 线 ， 因 此 ，e 和 a 是 不 会 相交 的 ， 
因为 ， 如 果 它 们 相交 ， 将 会 与 三 角形 的 外 角 大 于 不 相 名 的 内 朋 
矛盾 ,而 外 角 定 理 是 太 傅 束 平 行 公理 的 。 


查证 蜀 一 性 。 


假设 5 是 性 痢 一 -条 通过 4 并且 和 和 e 不 间 的 直线 ， 考 碟 直 线 48 
的 这 一 向。 在 这 一 部 分 中 ， 直线 5 各 48 物 成 的 其 臣 借 角 , 现在 
证 明 直 线 5 和 直线 sa 在 这 一 全 相交 。 | 

为 此 昌 的 ， 出 8 起 沿 着 6 的 一 和 侧 ， 作出 点 了 8B,， 使 BH., = 
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hh nk 让 


二 


了 ie 


-i BB,=A4B,, "ny B,_1B,.=A4AB,.1, 
因为 我 们 假设 三 角形 内 角 和 等 于 rx， 所 以 入 48B, 在 顶点 


4 和 顶点 8, 的 角 都 等 于 王 ， 即 了 ， 子 ， 


同班 和 4B; B, 在 项 点 4 和 顶点 B: 的 角 都 等 于 王 ， 即 计 。 二 。 


这 样 下 去 ， 一 般 地 大 4 如。 在 斋 点 4 和 项 点 Br 的 前 都 等 


于 二 ， 法 亦 即 总 


由 此 可 得 ”一 B4B。 本 
因为 B 是 锐角 ， 记 以 一 定 存在 着 正 数 e>o， 使 得 
B= 了 ~e， 现 在 取 这 祥 大 的 %， 使 得 污 ， -并 <e, 于 是 存在 着 Bu 


使 得 < 人 BAB,。， z 
这 时 的 直线 5， 夹 在 4B 和 4Bs 之 间 ， 因 此 5 和 直线 s 必 有 交 
点 ， 所 以 说 如 果 三 角形 内 角 和 等 于 rz 〈2d), 则 过 直线 外 的 任 一 


点 4， 只 有 一 条 直线 0 与 直线 a 不 灿 交 ， 从 而 定理 5 得 证 。 


定理 6 ” 命 如 “在 平面 上 存在 着 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 
二 直角 ”与 平行 公理 等 价 . 

证 “由 前 面 已 经 证 骨 过 的 定理 3 (人 萨 开 到 一 鞭 让 得 耳 第 
二 定理 ), 可 知 “ 平 面 内 存在 车 一 个 三 角形 内 角 和 等 于 二 直角 ， 


与 任何 三 角形 肉 角 和 都 等 于 二 直角 等 价 ”， 义 由 定理 5， 定 理 


得 到 证 明 、 
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定 更 7 命题 “如 时 在 平面 上 存在 简单 四 边 形 ， 其 内 角 和 和 
等 于 44” 与 第 五 公设 等 价 。 

我 们 作 一 条 对 角 线 把 四 边 形 分 成 两 个 三 角形 ， 设 它们 的 内 
角 和 为 0y，0;:， 有 


三 D 
0 二 DOy 二 4 be 
es 
由 定理 1 Ci 委 28，a 扫 2 入、 
因此 有 Ug, 二 可 =20 站 
根据 定理 6, 它 与 第 五 公设 等 价 ， 图 训 


定理 8 命题 “在 平面 上 至 少 存在 三 点 ， 司 各 点 匀 定 直线 
有 等 距离 ， 而 且 在 同一 直线 上 ”是 与 第 五 公设 等 价 的 。 

证 设 三 点 4'/，B/,，0!' 到 直线 1 有 同一 距离 s (= .44= 
BB=00), 有 B A', 


B' ,0' 在 一 直线 1' 上 . 4 一 
很 明显 ， 四边 形 A4: i 

Br'B 和 BB'O'CO 和 名 有 两 ) 
疝 边 相等 , 底 角 为 直角 ， A Db B E 如 

按 定义 是 萨 开 时 四边 图 到 

形 。 


设 吕 ' 忆 、 吾 " 吾 是 它们 的 中 线 ， 出 定理 2, 卫 咏 " 、 五 到" 镭 直 于 
它们 的 底 边 ， 因 而 号 咏 和 也 本 址 直 于 /和 ， 所 以 四 过 形 DE 
忆 ! 的 内 角 和 等 于 要 ， 由 定理 7 知道 ， 它 是 与 第 五 公设 等 价 的 ， 

友 过 来 ,如 时 第 五 公 俊 咎 立 的 话 , 对 于 A4' =B'B=0'0, 
两 个 四 边 形 488'4/ 和 BB’O/O, 早 已 证 明 过 是 和 矩 形 ， 所 以 A1， 
B',，0U! 在 同一 直线 上 。 从 而 定理 8 得 到 了 证 明 ， 

到 


现在 加 过 头 浅 ， 团 第 3 意 中 萌 多 克 普 的 错误 证 明 ， 就 知道 
他 的 错误 所 在 了 ， 

定理 9 命题 “通过 一 角 内 尾 一 点 可 作 与 此 角 两 边 想 光 的 
截 线 ”与 平行 公理 等 价 ， 

证 ” 奶 果 哆 氏 平 行 公理 成 立 ， 自 然 地 欧 几 里 得 第 五 公设 也 
成 立 。 假 设 D 是 CA4B 内 部 任 一 点 ， 我们 只 需 通 过 DD 必 角 xa， 使 
LUAB+a<n, 这 总 是 可 行 的 。 


根据 网 氏 第 五 公设 ， 这 条 直线 一 C 
定 和 AC 边 相 交 。 事 实 上 我 们 前 2 
面 说 过 ， 现 在 所 用 关于 平行 公理 , 
的 儿 述 ， 叙 是 欧 儿 里 得 第 五 公设 4 B 
的 另 一 种 叙述 形式 。 图 5 


现在 让 我 们 根据 “通过 角 内 尾 一 点 ， 永 远 可 以 作 与 角 的 两 
边 相 交 的 直线 ”来 证 明 平 行 公理 成 立 ， 

这 具 要 证 明 ， 在 这 个 假定 条 御 下 ， 三 角形 内 骨 等 寺 二 家 前 
就 可 以 子 。 而 由 前 面 的 定理 1: “三 角形 内 有 角 和 小 于 或 等 于 一 站 
角 ”( 萨 开 星 一 勤 让 得 耳 第 一 定理 )， 又 只 要 证 明 “ 三 角形 内 角 
和 不 能 小 季 二 直角 ” 即 可 。 

由 于 现在 假设 了 “过 角 内 尾 一 点 可 作 一 条 直线 与 镍 的 两 边 
部 相交 ", 青 重新 看 第 1 亲 中 关于 勒 让 得 耳 定 理 “ 三 角形 内 角 和 
不 能 小 于 二 直角 ”的 错误 证 明 ， 现 在 就 完全 是 正确 的 了 了， 从 面 
还 明了 “人 尾 一 三 角形 内 角 和 等 于 两 直角 ”， 出 定理 6, 平行 公投 
成 立 。， 这 样 叉 证 明了 定理 9. 

从 这 里 可 以 更 清楚 地 知道 勒 让 得 耳 定 理 证 明 的 错 谋 所 在 

a7 


-or 和 


了 。 当 时 一 些 批 评 家 并 没有 发 现 这 个 错误 ， 还 是 后 来 勒 让 得 耳 
自己 发 现 了 自己 的 错误 ， 象 这 样 的 错误 ， 稍 有 了 玖 扰 ， 在 今天 也 
会 出 现 、 讽 如 1979 年 ， 高 等 学 校 招生 试题 中 有 一 道 题 , “证 明 勾 
股 定理 ”。 同 学 们 (考生) 应 用 余 莎 定理， 解析 儿 何 中 两 点 闻 电 
离 公 式 和 和 sin*a teos*a =1 等 定 再 作 鸭 依据 来 证 明和 如 股 定 
理 ， 忆 们 忽 赂 了 上 大 这 些 定理 都 是 以 勾 股 定理 为 做 据 才 能 推导 
出 来 的 。 这 是 在 完 圈子 ， 犯 了 “循环 论证 ”的 错误 ， 是 逻辑 轧 
维 上 的 错误 ， 

定理 10 命题 “存在 两 个 相似 而 不 全 等 的 三 角形 ”与 平行 
公理 等 价 ， 

1 正定 理 ”者 平行 人 心理 成 立 ， 刚 存在 不 全 等 但 相似 的 两 
个 三 角形 ， 

灵 擂 所 和 部 ， 在 初等 几何 里 ， 根 所 平行 公 球 ， 旬 这 禅 杠 似 而 
不 全 等 的 三 角形 ， 不 仅 在 在， 而 且 是 无 穷 多 对 ， 

[这 定理 〈 丽 里 斯 定理 ) 如 果 存 在 两 个 不 全 等 但 对 应 
骨 相 等 多 三 角形 ， 则 通过 已 给 直线 外 一 点 不 可 能 作 两 条 直 总 平 
行 于 已 给 直线 ， 

证 假 令 入 48C 和 入 4B'C/ 不 人 等， 但 对 应 角 相 等 , 则 边 
4C 不 能 等 于 4C7 ， 否 刚 ， 如 果 .40 = .A107 则 两 三 角形 有 一 
边 及 两 角 相 等 ， 必 然 全 等 ， 这 与 已 知 矛 活 ， 所 以 4Oz4rC 

现在 车 。 4>40， 可 在 4 上 取 一 点 C 7 人 司 0G*= 
C0714. 过 0' 作 直 线 CxD， 使 CCD= LO/'4'B'/， 风 而 
有 CDxrD= 人 4=a。 直线 CD 必 与 边 BC 相 交 ， 交点 在 B 
和 C 之 间 。 束 实 二，Cz D 不 能 与 直线 4 了 相交， 因为 此 二 直线 和 

对 名 


截 线 40 "作成 相等 的 同位 角 ， 因 此 也 作成 相等 的 内 错 角 ， 这 样 
的 两 条 直线 ， 我 们 知道 是 不 相交 揭 。 (证 网 定 理 1 推论 2 ) 


到 3# 图 35 


于 十， 不 通过 三 角形 的 预后 ， 但 和 过 40 相 详 于 局 C"， 而 
不 与 4 瑟 杨 交 的 一 条 次 线 ， 按 照 帕 士 公 理 ， 必 与 边 了 相交 于 一 
移 刀 ” ， 而 2 在 五 、C 之 亲 。 

所 得 和 OO B 与 人 0 47 了 8 中 有 CO0*=0O/A',， 和 
ZCO=/0, ALOORU = AD 

帮 ”这 两 个 三 角形 全 等 ， 

这 时 站 边 形 4BBC” 四 个 内 和 角 之 和 等 于 

A+ AOIB + AOrBB+ AB=a0+ (na)+ (txt-P) 
+B=2nr . | 

四 边 形 BB*0” 的 对 角 线 48* 将 此 四边 形 分 为 两 个 三 角形 
ABB’* 和 AC*B’. 

按照 萨 开 里 一 勒 让 得 耳 第 一 定理 

六 .48 的 内 和 角 和 CA4BBr<ST 

入 4 了 的 内 和 和 ”GAAC’B*<n 

取 已 证 得 GAABB* + oAAC*B* = 27 

《人 


所 以 具有 OAADBB? = OAACrA* = 

得 由 定理 3 和 定理 5， 就 证 有 明了 定理 10. 

这 个 定理 应 该 引起 我 们 极 大 的 注意 ， 如 果 不 采 用 平行 公理 
就 不 存在 相似 形 。 大 家 回忆 一 下 ,我 们 在 中 学 月 所 学 的 几何 学 ， 
相似 形 占 了 大 半 的 篇 幅 ， 由 此 可 见 平行 公理 在 几何 学 中 的 重要 
地 位 了 。 和 急 如 不 采用 平行 公理 的 话 , 这 些 内 容 也 就 都 不 存在 了 ， 

定理 11 忽 必 烈 命 题 ) ” 命 骨 “在 平面 上 通过 后 C 内 可 引 
-一 直线 e， 使 与 它 直线 不 相交 ”是 与 欧 几 里 得 第 五 会 设 等 性 的 ， 

先 证 ”如果 欧 氏 第 五 公设 “在 平面 上 两 条 直线 与 第 三 直线 
相交 构成 同情 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 这 两 直线 适当 延长 后 ， 
必 在 网 抽 内 和 角 之 和 小 于 二 直角 的 一 向 相 交 ” 成 立 。 闭 么 “在 平 
面 上 过 后 0 只 可 作 一 直线 i， 使 与 定 直线 48 不 相交 ”. 

过 C 作 直线 OD， 同 位 角 a/=a 所 以 ，C0 与 43 不 相交 ， 
这 是 因为 间 位 角 相 等 。 那 么 这 二 直线 不 相 变 ， 是 在 物 对 几何 早 
己 知 道 的 事实 。 ‘证 见 定理 1， 推 论 2) 

很 明显 ， 其 他 所 有 直线 COD’ 
和 -43 与 42 在 其 一 向 或 他 向 构成 
内 部 回 独 角 a 利 B, 使 其 和 ”a +B 
之 2 根据 公设 5, A4B 和 和 CD!' 糙 
详 ， 因 此 几 不 会 于 CD 的 所 有 直 
线 CD' 与 4B 相 交 ， 所 以 通过 C 点 
只 有 一 条 直线 (CD) 与 4B 不 相 图 36 
交 。 

再 证 “如 果 过 直线 4B 外 一 点 CO; 只 能 引 一 条 直线 CD 和 AB 
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不 相交 ”, 则 欧 儿 里 得 第 再 公设 成 立 。 

设 48 和 0D’ 是 任意 二 直线 ， 它 们 与 4C 所 成 同 鱼 内 和 角 
a+B<29 通过 C 作 直线 CPP 全 wa =a 因 a + 有 =a+h< 
20 所 以 CD 不 合 于 CD' 。 又 因为 同位 和 解 a=a AB 与 CD 不 
相交 ， 由 于 过 0 只 有 一 直线 与 4B 不 相交 《根据 假定 ) ,所 以 CD; 
与 4B 相 交 ， 这 样 一 来 ， 如 果 a+B<24 那么 二 直线 4 了 与 0 
必 相 交 ， 这 就 是 我 们 所 看 证 明 的 ， 

由 等 价 定义 可 知 “在 平面 上 通过 己 知 直线 外 一 点 O 只 可 引 
一 条 直线 与 已 知 直 线 不 相交 ”是 与 网 斤 里 得 第 5 公设 等 价 的 。 

前 面 我 们 已 采用 忽 必 烈 命 题 作为 与 欧 几 里 得 第 5 公设 等 价 
的 平行 公理 六， 

定 弄 12 ‘ 勒 让 得 耳 命 题 ) 命题 “一 定 直 线 的 短线 香 烙 线 
常常 相交 ”是 与 平行 公理 等 价 的 。 

设 4B 是 4 人 0 的 疏 线 ，CD 是 制 线 ， 若 B 是 锐角 ， 那么 a+B 
《=Q+B) 过 28。 接 其 上 几 里 得 第 五 公设 ，CD 和 4B 相 交 .。 车 
B>d 那么 在 40 的 重 线 的 另外 一 向， 得 到 两 个 同位 内 角 . 之 和 
小 于 26， 拌 线 CD 仍 与 4B 相 交 。 这 样 一 来 ， 应 用 第 五 公设 ， 就 
证 明了 革 让 得 耳 命题 。 

为 了 证 明 逆 命题 ， 首 先 从 勒 让 得 耳 
命题 引导 怨 必 烈 命题 。 设 0 是 直线 48B 
外 的 任何 一 点 ， 从 口 引 48 的 重 线 O4， 
咏 通 过 C 的 直线 CD 的 全 体 可 分 成 三 类 ， 

(1) 在 一 定 桐 与 OQ4 构 成 锐角 的 直 
5 请 | | 图 玉 
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‘2) 在 同 侧 与 妃 4 棍 成 钝 角 和 的 直线 ; 

(3) 与 Cd 构成 直角 的 直线， 

第 (1)、{2) 的 直线 ， 由 勤 让 得 耳 的 命题 , 必 与 4 如 相交 ， 
仅 剩 下 第 (3) 类 直线 0D' 与 48 不 相交 , 这 就 是 与 48B 不 箱 交 的 
唯一 直线 ， 这 样 一 来 应 用 勒 让 得 耳 命 是 ， 证 明了 忽 必 和 烈 命题 ， 
也 就 是 证 明 平 行 公理 上 

定理 13 〈 伏 ， 波 里 埃 命题 ) 命题 “在 平面 上 通过 不 在 一 
直线 上 的 三 点 可 作 一 图 ”是 与 平行 公里 等 价 的 。 

设 PQ 是 48 的 生 线 ，RS 是 射线 ， 在 PR 内 尾 取 一 点 8, 且 作 
如 点 关于 PQ@ 的 对称 点 妃 ， 吾 点 关于 的 对 称 扩 0 

国 为 RS 是 斜 线 ， 折 以 百 的 对 称 点 C 在 4 外 ， 按 照 忧 。 波 里 
挨 命 题 ， 表 过 4、B, 人 三 点 可 作 一 图 ， 其 图 心 为 0. 面 PO 和 RS 
分 别 是 鸭 于 的 芒 的 中 垂 线 ， 所 以 二 、RS 必 相交 于 男 心 O。 

我 们 从 不 在 一 直线 上 的 乞 点 可 作 一 亚 得 到 了 勘 让 得 耳 命 
题 。 而 勒 让 得 耳 命 题 是 与 平行 公理 六 等 价 的 ， 所 以 伏 。 波 里 滨 
命题 是 与 平行 公理 等 价 的 ， 

定理 14 命题 “图 内 接 正 六 进 形 的 一 边 等 于 该 阅 的 半径 ” 
与 平行 公理 等 价 、 


D2 


证 因 为 4B 是 正六 边 形 的 一 边 ， 它 对 的 中 心 角 40DB 
= 80°， 

下 因 A=0B 

所 以 和 04B 的 底 角 A= 人 /8 

雯 "” 轴 户 = 40( 是 设 ) 

* LB= 0 

因此 入 048 内 角 和 等 于 180: 即 24. 

我 们 已 经 证 明了 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 3 与 平行 公理 短 
价 ， 从 而 定理 14 得 到 了 证 明 ， 

定理 15 ”人 靖 题 “在 直角 三 角形 中 两 直系 的 平方 和 等 于 舍 边 
的 平方 ”与 平行 公理 等 价 。 


先 证 明 下 面 两 个 浊 理 ， 
引 理 1 着 萨 拓 四 边 形 的 上 炭 等 于 下 虐 ， 风 网 氏 乎 行 公 届 
成 科 ， nD .< 避 
证 设 萨 丘 四 边 形 4B0D 的 两 站 | 
B= D0，P、@ 是 48、DCO 的 中 点 ， . 
则 有 PB=QC. 由 定理 2,，PQ@ 重 于 - FF 3 
QO 和 PB， 因而 PQCB 也 是 萨 氏 四 过 图 


形 . <C .3 是 上 麻 边 上 BC 上 的 两 个 
角 ， 由 定理 2， 人 8B 每 于 人 C， 但 已 知人 B 是 直角 , 所 以 LCO 也 是 
py 这 样 一 来 ， 下 训 形 PQ 大 入 形 ， 由 定理 7, 存在 矩形 是 
行 公理 等 价 的 ， 
Wi 2 考 连 接 握 角形 二 边 中 点 的 线段 等 于 第 三 边 的 一 
半 ， 则 了 欧 氏 平行 会 理 成 立 。 
cE 


证 设 DP、 分 别 为 人 480 的 边 40 和 BC 的 中 点 ， 自 顶点 
4、 轧 、O 分 别 作 DE 的 重 线 4G、B、0F， 由 直角 三 角形 4DG 
与 CDE 的 全 等 关系 ， 得 4G=0F. | 
又 由 直角 三 角形 BHE 和 CEF 
的 全 等 关系 得 C_ 2 EB_H 
BH = 人 如 
AG= BH .# 下 
因 珍 号 G4B8 是 萨 筑 四边形， 又 由 上 图 和 
面 两 组 全 等 三 角形 ， 得 
Dr=CF, HE= EF 
从 而 HG=2DE=AB 
这 就 是 说 萨 氏 四 边 形 互 G4B 的 上 底 43 和 下 廊 G 吾 相等 ， 由 
引 理 1， 它 与 欧 民 平行 公理 等 价 。 
现在 来 证 明 , 若 直角 三 角形 4BC 中 , 弦 的 平方 等 于 机 直角 边 
的 平方 和 ， 则 欧 氏 平行 公理 成 立 。 
证 设 D、 瑟 是 宜 角 边 48、4C 的 中 点 。 
由 已 给 条 件 ， 
DRE’: = AD: + AF: 
- (党 + (人 
_ AB:+AO: _ BO: 
4 4 


4 5 B 


D4 


碍 下 全 加 六 鲁 沫 


这 样 就 得 到 三 角形 两 边 中 点 的 连 线段 等 于 第 三 边 的 一 半 ， 
由 引 理 2 它 写 欧 氏 平行 公理 等 价 ， 从 而 定理 15 得 到 了 证 明 ， 

关于 忆 欧 氏 平 行 公理 等 价 的 命题 ， 历 代数 学 家 都 有 证 明 ， 
这 里 怠 不 表 叙 述 了 ， 
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6 
从 三 种 模型 上 看 三 角形 的 内 角 和 


我 们 熟知 ， 在 中 学 平面 几何 里 ， 两 个 点 间 联 线 的 最 短 者 是 
直线 ， 我 们 把 这 个 概念 扩充 到 任意 的 曲面 土 ， 使 它 有 有 广泛 的 总 
义 ， 即 “直线 (有 段 ) 是 在 和 定 的 曲面 或 空间 内 两 点 间 取 最 短 了 
离 的 联 线 "”， 妈 所谓 “短程 线 *?， 妈 在 大 地 测量 时 的 “ 测 地 线 "。 

下 硬 采 用 三 种 模型 ， 

(1) 一 抉 乎 滑 的 玻璃 板 一 一 代表 中 学 平面 几何 里 所 讲 的 平 
硬 ; 

《2) 一 个 篮球 一 一 代表 球面 ， 

(3) 一 块 马 贰 形 的 瓦 片 一 一 代表 双 曲 商 。 

在 每 个 模型 上 各 画 一 个 三 角形 4BO, 必须 注意 它们 的 三 条 
边 4838，3C，C4 都 是 各 个 曲面 内 的 短程 线 ( 即 各 个 曲面 内 的 直 
线 ), 如 图 43， 


/ZA (A) TN 


对 
0 
¢1) C2) (5) 
图 4 


SB 


疯 革 人 加 ,的 这 


然后 你 实际 去 测量 它们 欧 内 角 和 《〈 按 切线 方向 去 基 )， 就 会 
发 现 ， 

在 模型 (1) 里 ， 人 人 A+ 人 B+ 人 0 =180° 

在 模型 (2) 里 : 一 .4+ LB+ LO>180” 且 不 是 一 个 常数 。 

在 模型 (3 里， 一 4+ B+ LC<180” 且 不 是 一 个 常数 . 

这 里 就 大 有 文章 可 知 了 ， 然 而 这 还 是 可 以 直接 观察 到 的 模 
型 ， 是 可 以 进行 测量 的 ， 还 有 更 广泛 的 情况 。 例 如 己 太 阳 、 北 
极 星 、 天 狠 星 的 中 心 沟 三 角形 的 三 个 项 点， 这 样 构 威 和 的 三 角形 
的 内 角 和 ， 你 就 无 法 去 实际 量 它 。 它 到 底 是 什么 样 的 形状 ? 也 
就 很 蕉 直接 观察 出 来 ， 就 是 用 光学 仪 天 去 测量 也 是 窜 不 住 的 ， 
通常 说 光 钱 是 直线 进行 的 ,可 是 根据 爱 因 斯 坦 相 对 性 原 更 推算， 
“物理 空间 旺 在 巨大 质量 的 附近 窒 曲 的” 当 光 线 通 过 很 大 的 下 
力 场 时 ， 光 线 是 咨 瞪 的 ， 轩 此 用 光学 仪 只 探测 的 位 置 ， 是 百 是 
荣 个 点 在 太空 中 的 真正 位 置 ， 都 是 有 疑 间 的， 

事实 上 ， 在 我 们 生活 前 空间 里 ， 它 的 形状 并 不 基 象 我 们 平 
日 所 王 觉 烈 的 那样 简单 的 形式 。 例如， 我 们 平 叶 总 是 把 水 平面 
代表 真正 的 平面， 其实 水 平 画 并 不 是 真正 的 平 而 ， 面 是 球面 的 
一 个 狭小 部 分 。 因 为 地 球 上 的 水 部 是 附 蒜 在 球 效 上 的 ， 太 平 洋 
是 期 此 ， 大 西洋 是 如 此 ， 润 庭 漳 也 是 如 此 ， 脸 爹 里 竟 永 也 是 如 
此 .因此 可 以 说 社 水 平 而 上 去 画 直 线 ， 实 际 上 画 的 是 曲线 。 宅 
不 可 能 锭 我 们 记 学 前 平面 几何 里 那 祥 的 所 谓 “ 御 直 ” 药 直线 。 

对 于 一 维 空间 ( 钱 )， 二 维 空 间 ( 面 )， 我 们 还 是 比较 容易 
观察 出 来 的 ， 因 为 我 们 是 站 在 它 药 外 面 三 维 空间 去 观察 它 的 。 
恕 果 最 三 维 空间 (立体 )， 四 维 空 间 ( 例 如 ， 时 、 窑 、 反 元 空间 ) 
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的 事物 ， 象 前 面 所 述 的 ， 以 太阳 、 北 极 星 、 天 狠 星 的 中 心 为 顶 
所 的 三 角形 到 底 是 并 人 么 形状 ?* 我 们 就 不 易 直接 观察 出 来 了 。 医 
为 我 们 是 生活 在 三 维 、 四 维 空间 里 面 的 。 中 国有 名 十 活 说 : 旁 
驱 者 清 ， 当 局 者 迷 ” 是 有 道理 的 。 

通过 上 面 三 种 模型 的 现 察 ， 初 步 地 感性 地 知道 我 们 所 生活 
的 空间 形式 ， 并 不 是 象 我 们 平日 记 说 的 那样 简单 的 形式 例如 
我 们 砍 火 车 从 长 沙 到 北京 ， 火 车 是 在 球 画 上 移动 的 ， 本 是 车 上 
的 人 ， 并 没有 这 样 的 感觉 ， 好 象 在 平面 上 移动 一 样 。 如 果 我 们 
再 把 地 球 自转 和 公转 考 虐 进去 ， 更 进一步 把 宇宙 空 间 中 太阳 系 
与 其 他 星系 的 相对 运动 考虑 进去 的 话 ， 我 们 移动 的 轨迹 是 非常 
复杂 的 赐 线 。 然 而 我 们 却 届 有 感觉 到 ， 甚 至 以 为 我 们 是 在 欧 氏 
平面 所 何 里 所 说 的 “平滑 的 ”的 平面 上 移动 ， 

几何 学 是 现实 空间 的 反映 ， 反 过 来 通过 几何 学 的 研究 ， 更 
能 深入 地 了 解 现实 空间 形式 的 各 种 性 质 。 

可 以 肯定 地 说 ， 对 于 无 边 泡 际 的 宇宙 空间 来 说 ， 它 决 不 是 
我 们 在 初等 岂 何 里 廊 学 的 那 种 简单 的 形式 ， 我 们 之 所 以 应 用 攀 
氏 几 何 ， 一 般 说 来 是 对 于 有 限 的 区 域 来 说 的 ， 

所 以 说 ， 我 们 者 到 在 第 一 种 模型 里 ， 三 角形 三 内 角 之 和 等 
于 180"， 是 对 欧 风 里 得 几何 而 言 的 ， 它 是 正确 的 ， 我 们 也 完全 
相信 。 

对 于 第 二 种 和 第 三 种 模型 ， 三 角形 三 内 角 之 和 都 不 等 于 
180"， 我 们 说 它 不 是 属于 欧 开 里 得 几何 的 ， 人 们 称 官 们 为 “ 非 
欧 几 星 得 几何 > ,简称 为 “ 非 欧 有 几何 *. 更 具体 地 说 ， 在 第 二 种 模 
型 里 的 几何 图 形 ， 三 角形 三 内 人 角 的 和 大 于 180"， 是 数学 守 歼 及 
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押 研 究 的 ， 称 它 为 “ 繁 氏 几 何 ”, 第 三 模型 里 的 几何 图 形 ， 三 角 
形 宇 内 前 的 和 小 于 180"， 是 数学 家 罗 巴 声 夫 斯 基 所 研究 的 ， 称 
它 为 “罗氏 少 和 何 ? ,当然 这 里 可 出 这 样 三 种 模型 ， 是 使 大 家 在 思 
想 上 有 个 准备 ， 并 没有 谈 到 它 的 实质 ,因为 它 的 内 容 比较 艰深 ， 
我 们 在 这 思 只 能 概 路 地 找 一 些 “ 非 欧 几 何 ” 的 简单 内容， 其 中 
对 “罗氏 几何 ” 谈 得 多 一 些 ， 对 “ 黎 氏 几何 ” 谈 得 少 一 些 ， 

还 要 坦率 地 告诉 读者 ， 要 趣 用 通 络 的 方法 来 简明 “ 非 欧 几 
何 ” 的 概念 和 内 容 ， 不 是 容易 的 事情 。 加 之 ， 笔 者 这 方面 的 知 
识 也 是 全 分 有 限 的 ， 很 难 敬 到 深入 浅 出 ， 满 足 读 者 的 要 求 。 仅 
仪 是 作为 和 开头， 把 读者 引入 到 更 广泛 的 思维 范畴 中 志 ， 以 注 发 
读者 对 这 方面 知识 的 兴趣 ， 


7 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 要 计 


”$1 罗 巴 切 夫 斯 基 的 设想 与 成 就 


前 泗 说 过 ， 获 几 里 得 第 五 公设 (平行 公理 广 ) 在 + 几何 原本 > 
中 排列 在 最 后 ， 而 县 内 用 过 一 次 ， 它 的 叙述 又 那样 见长 ， 它 是 
否 可 以 从 前 面 的 公理 系统 (绝对 几何 公理 系统 ) 逻辑 地 蕉 证 出 
来 ， 把 它 变 成 一 个 定理 呢 ? 两 千年 来 数学 家 们 的 努力 都 失败 了 ， 
他 们 犯 了 逻辑 循环 的 错误 ， 就 是 用 了 与 第 五 公设 等 价 的 命题 来 
证 明 第 五 公设 。 

既然 两 千年 来 数学 察 们 努力 都 失败 了 ,那么 我 们 不 禁 要 问 ， 
是 人 类 的 智 右 有 限 呢 ， 还 是 第 五 公设 从 绝对 几何 公理 系统 中 永 
远 不 能 得 到 证 明 呢 ? 就 是 说 ， 第 五 公设 与 绝对 公理 系统 是 各 自 
独立 揭 呢 ， 还 是 相关 的 呢 ? 怎样 来 回答 这 个 历史 上 两 千年 来 遗 
留 下 来 的 问题 ? 罗 巴 切 夫 斯 基 通 过 精心 地 设计 ， 阐 肖 了 第 五 公 
设 是 独立 的 , 它 不 可 能 从 绝对 几何 公理 系统 中 诸 辑 地 推 证 出 来 ， 
他 不 仅 作 出 了 历史 性 的 回答 ， 而 且 建 立 了 非 败 几 何 。 

现在 我 们 来 证 明仁 么 是 公理 的 独立 性 。 

如 果 公 理 系 统 ，4 ，4:，…，4 里 ， 任何 一 公理 4 不 能 从 
排 在 它 前 而 的 公理 4,，4:，…，4x_: 推 导出 来 的 话 , 几 俩 闫 序 

B66. 


独立 性 系统 ， 

如 景 任何 公理 4 不 能 愉 其 他 任何 公理 是 ,49 击 -vb 
4 …， 4 得 出 来 的 话 ， 叫 做 绝对 澳 立 性 系统 。 

很 明显 ， 从 绝对 独立 狂 系 统 亦 可 得 峰 序 独立 性 系 绕 ， 但 反 
过 来 就 不 一 定 成 立 ， 

如 何 建 立 起 已 知 公 理 系 统 的 某 一 公理 吾 和 其 他 公理 的 爹 体 
是 绝对 独立 的 呢 ? 

如 果 公 给 五 是 可 以 共 公 理工 推 证 出 来 的 话 , 那 各 把 和 总 相 友 
的 公理 让 归并 到 三 而 构成 新 公理 系统 的 话 , 应 当 是 有 再 慎 的 ， 
即 公理 系统 如 + 吾 里 应 当 存 在 两 个 互相 矛盾 的 命题 吾 和 加 

己 如 我 们 不 知道 也 是 否 来 自 2， 而 知道 之 + 吾 和 全 + 吾 都 是 
相 容 《无 巴 慎 ) 的话， 敢 么 我们 就 会 知道 冯 不 是 来 自 呈 的 , 即 吾 
写 之 无 关 ， 就 是 说 是 独立 的 。 不然 的 话 ，Z+ 妃 必 有 不 盾 , 这 
是 与 但 设 条 人 忻 烛 违 缘 的 ， 

所 以 败 了 建立 起 某 公理 瑟 在 丰 容 的 公理 系统 + 召 中 的 独 
立 性 ， 只 要 表明 公理 系统 之 + 加 是 相 容 的 就 够 了， 

更 明确 地 说 ， 设 公理 加 与 公理 总 是 相反 的 ， 今 签证 明灯 容 
的 会 理 系 绕 包 + 吾 中 的 如 是 独立 的 ， 只 训 证 明之 + 加 起 相 容 的 就 
本 以 了 ， 

' 理 在 做 氏 公 理 [ 与 罗氏 公理 V' 是 相反 的 ， 繁 证 明 总 对 凡生 
公理 系统 + 六 中 的 六 是 独立 的 ， 只 要 证 明 忽 对 蕊 柯 公 理 系统 
t+ 了 六! 是 粗 容 的 就 够 了 、 

从 这 个 基本 思想 出 发 ， 罗 巴 切 兴 斯 基 大 胆 地 提出 了 与 欧 攻 
平行 公理 上 相反 的 罗氏 平行 公理 VV 人 去 代替 人 让， 在 公理 系统 2 
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+V! 中 ， 对 于 每 一 个 以 前 的 命题 运用 归 课 法 一 一 进行 逆 辑 推 
证 ， 都 找 相 出 矛盾 ， 而 是 始 八 想 容 的 。 于 是 断定 公理 了 不 是 属 
于 绝对 几何 公理 系统 (I 一 VY) 的 , 而 是 独立 的 。 从 而 结束 了 
两 千年 来 对 欧 几 里 得 第 五 公设 是 否 可 以 证 明 的 悬案 ， 以 后 再 也 
没有 人 去 试图 证 明 第 五 公设 了 《为 了 简便 ,可 以 建立 一 种 模型 ， 
在 模型 里 验证 各 组 公理 的 相 容 性 )。 

更 重要 的 是 从 罗氏 平行 公理 所 中 ,导出 了 一 整套 郑 辑 上 相 
容 的 非 天 及 里 得 几何 ， 建 立 了 不 异 助 于 直观 ,不 汶 直 观 所 束缚 ， 
突破 了 情 绕 的 观念 形 态 ， 逐 辑 地 建立 了 自 成 体系 的 罗 巴 切 堪 斯 
基 几 何 、 在 罗 扶 玫 何 中 ， 三 角形 内 角 和 是 小 于 180* 的 ， 而 且 不 
是 一 个 定 值 ， 

必须 提 到 与 罗 巴 切 夫 斯 基 同 时 代 的 人 约翰 ， 波 里 埃 (1802 
一 1860) ,也 同样 有 这 样 的 想 污 ， 他 的 作品 发 表 迟 于 多 巴 切 夫 斯 
基 、 还 有 高 斯 〈1777 一 1855) ,也 有 同 祥 的 新 颖 的 思想 ， 不 过 他 
从 来 没有 正式 发 表 过 文章 ， 凡 为 他 是 当时 的 数学 权 戌 ， 值 顾虑 
到 发 表 这 样 “ 择 想 ”的 作品 ， 可 能 引起 一 些 人 的 反对 ， 而 有 损 
于 他 的 权威 。 他 在 给 朋友 的 信 中 说 :“… 因 为 我 发 表 自 已 的 全 部 
意见 时 ,我 害怕 会 引起 标 了 人 的 贼 声 .”( 标 丁 人 是 指 珠 能 的 人 ,) 

1826 年 2 月 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山大 学 物理 数学 系 会 议 土 
宣读 了 * 关 于 玫 何 原理 的 议论 ?以 后 ， 继 续 发 表 了 《关于 用 何 听 
本 3、“ 想 象 中 的 几 柯 ?、* 具 有 完全 平行 线 论 的 新 儿 何 原本 } 等 ， 
在 他 牧 世 的 前 一 年 又 出 版 了 * 泛 几何 >。 

尼 古 拉 ， 伊 凡 诺 维 奇 。 罗 巴 切 夫 斯 基 生 于 1793 年 ， 他 是 一 
个 贫 家 的 孩子 ， 三 岁 丧 父 ， 由 母亲 抚养 上 学 ,对 数学 最 感 兴趣 ， 
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1810 年 《17 岁 》 非 颈 士 学位， -1814 年 〈21 册 ) 得 纯粹 数学 副 教 
授 职位 ，1816 年 〈23 岁 ) 得 教授 职位 , 绕 生 从 于 数学 研究 工作 ， 
从 1827 一 1846 年 ， 他 当 了 20 年 喀 山 大 学 的 校 次 ， 


$2 罗 巴 切 夫 斯 基 关 于 平行 线 的 理论 


现在 我 们 来 探讨 在 平面 上 两 条 直线 的 位 置 关 系 ， 

设 48 是 平面 上 的 一 条 翰 线 ，0 是 48B 外 的 一 点 , 现 让 让 我 们 
来 说 明 ， 通 过 0 点 的 所 有 直线 与 直线 4B 有 着 怎样 的 相互 尖 肥 。 

大口 点 可 下 唯一 的 生 0 
线 C 了 ， 设 直线 4 上 上 的 点 
于， 在 4 到 如 的 方向 下 无 . 
限 远 离 本 点 时 , 那么 必 有 
射线 O 开 介 于 CD 和 和 0M, 4 万 WH HN NM 
之 闻 , 射 线 OH, 介 于 CM 图 44 
和 CNMN。 之 间 ，。……: 

从 面 LDOM < LADONM, < DOM, 

即 有 和 
故 知 角 忆 是 单调 递增 的 ， 

叉 朵 三 角形 MO 里， a 之 于 和 角 ， 
改 知 角 4 是 具有 上 界 的 。 

根据 根 限 的 判定 ， 几 是 单调 递增 有 上 界 的 数列 必 有 极 溉 ， 
而 且 它 的 极限 大 了 于 数 到 的 任何 伞 ， 

念 和 角 al，ar，oam 9 的 级 限 为 四 

就 有 Lima=@ 且 wa (后 面 还 会 严格 和 证明} 
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其 次 , 可 以 证 明 ， 构成 角 吕 的 射线 0 与 二线 4B 决 不 相交 

使 用 反 证 法 证 明 如 下 ， | 

如 果 C 加 和 和 4B 相交 于 某 一 点 P， 

Bh DOP= /DOR:= ow. 
那么 ， 根 据 会 理 了，,， 在 直线 4B8 上 至 少 存 存 一 点 好， 使 P 介 于 
万 、 寻 之 闻 ， 即 

DOP 一 DCMH=a， 于 是 得 到 o<<a 的 铺 论 ， 这 与 o>a 
相 承 擂 ， 所 以 0 噩 决 不 与 4B 相 交 。 


另外 我 们 可 以 证 明 Lima = w< 二 -， 
因为 a 在 变动 过 程 中 总 是 小 于 二 的 ， 所 以 它 的 极限 值 名 


< 本 。 如 果 w = 本 的 话 ， 那 就 有 C 太 与 CB 便 合 ， 从 而 C 石 就 是 


唯一 的 过 C 点 平行 于 4B 的 直线 了 ， 这 样 一 来 ， 就 成 立 了 欧 儿 里 
得 平行 公理 户 了 ， 这 是 不 能 允许 的 ， 因 为 我 们 是 采用 罗 乌 切 夫 


斯 基 平行 公理 的 。 因 此 @ = 三 不 能 威 立 ， 所 以 
Lima = o> 
闻 样 的 道理 ,直线 48 上 的 点 再 /在 8 到 4# 的 方向 下 无 限 远 离 
肌 扩 时 ， 角 a 《( 即 LDOM') 也 是 具有 上 办 的 单调 递增 函 将 ， 
它 的 极限 
Lim g” = 加 < 了 
这 里 of >a'， 构 成 0 的 射线 0 玉 / 与 48 决 不 相交 。 
和 


由 于 0 二 CE’ 的 对 


Et 0 
称 性 ， 故 知 w= 

其 次 到 CB' 的 补足 射 
线 CZ， 及 射线 C 了 8 的 补足 
射线 OF/， 那 么 介 于 OE、 “下 f 万 一 
GF 之 闻 《或 介 于 0B' 和 册 御 


Uk! 之 间 ) 的 任何 射线 OK 
二 4B 闫 不 相交 ，O 玉 的 补 
是 射线 C&' 介 于 0E' 和 
CE 之 间 ， 因 而 C “也 不 
与 4B 相交 。 这 就 是 说 ， 


的 直线 与 4B 决 不 相交 ， 允 4 

综 上 所 述 ， 市 见 通过 C 点 而 在 这 平面 上 月 养 无穷 多 条 直线 
都 与 直线 4B 让 交 ， 这 些 相 交 的 直线 叫 散 直 维 48 的 相交 绩 ， 忆 
有 车 无 穷 多 条 直线 都 与 4B 不 相交 , 这 些 不 相交 的 坪 线 对 艇 家 线 
4B 的 分 散 线 ( 或 者 称 为 超 平 行 线 ), 这 些 相 交 豆 线 与 分 散 查 线 的 
界限 直线 ， 邯 0E 所 在 的 直线 < (或 者 0B' 所 在 的 直线 ge'), 是 直 
线 48 关 于 点 0 而 在 A4 到 B 方 向 (或 闭 在 B 到 4 的 方向 证 》 的 平行 
线 。- : 

对 此 ， 我 们 可 以 把 平行 线 的 定义 ， 写 成 如 下 的 形式 ， 

定义 1 如 染 (1)〉 直 线 0B 与 4B 不 相交 ， 面 且 C2) 凡 在 
ACE 里 的 任何 射线 CM 与 直线 4B 相 交 ， 那 么 直线 CB 做 直 
线 4B 在 4 到 8B 方向 下 的 平行 线 ， 

电器 


Tv 一 


定义 2 ”如 果 直 线 CB 是 在 4 到 五 的 方向 下 平行 于 直线 4B， 
那么 从 C 点 向 4B 引 短线 OD (D 是 垂 足 ) 之 后 ，L 人 DOE 叫做 线 筑 
CD 的 平行 角 6， 而 线段 CD 做 平行 角 o 的 指针 ， 

定理 16 在 一 平面 上 ， 同 一 直线 的 两 条 季 线 是 分 散 线 ( 超 
平行 线 )， 

因为 局 一 直线 的 两 条 垂 线 构成 相等 的 局 位 第 ， 根 据 定理 1 
推论 ? ， 它 们 是 不 相交 的 (这 不 依赖 于 欧 呈 平行 公理 )， 而 且 忆 
不 是 界 氏 平行 线 ， 否 则 平行 角 等 于 直角 ， 这 是 与 罗 丘 平行 角 硫 


锐角 (< 了 王 ) 相 涵 盾 ， 记 以 它们 只 能 是 分 散 线 ( 超 平 行 线 )， 


.定理 17 .如 时 两 条 直线 本 
第 三 直线 所 构成 的 同 位 角 相 
等 ,那么 这 两 条 直线 是 分 散 线 . 
. 设 直 线 a 证 与 6。 交 于 A、 
瑟 ， 从 4BP 中 点 如 顺 次 引 ap 的 
和 三线 OP 和 0O@，P.@ 为 垂 足 ，， 二 
，“- 易 短 人 04P2AOBQ 轴 条 
(可 以 重合 ) 
.因而 有 4OP= /BOQ 
从 而 P.O.@ 在 同一 直线 上 ， 这 榜 ,4. 同 是 直线 POQ 的 各 线 
了 。 根 据 定 独 16，&.5 是 村 散 线 ， 
. 定 再 18 如 果 两 条 平行 线 与 第 三 条 直线 相安 ， 那 么 在 平行 
的 一 钢 ， 它 们 的 同 昔 内 角 之 和 小 于 二 直角 。 
设 平行 线 s. 与 第 三 直线 C 闫 次 交 于 4 .了 ， 如 时 在 平行 的 一 
站 站 


1 
1 
F 
1 
1 
| 
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侧 的 同 侧 内 角 c.B 有 

a+B= x 
就 有 同位 角 相 等 ， 由 定理 17， 
5.5 是 分 散 线 ， 这 与 已 知 6.5 是 
平行 线 矛 笛 . 

如 果 a+t+B>x 的 话 ， 
过 B 引 WY ,使 57 ,4 与 6 疡 成 的 同 图 村 
侧 内 角 为 a.B'， 且 使 w+ 有 B"= x 那么 由 定理 17, 和 2 是 分 
散 线 。 

又 因 “及 <<B， 而 且 gc.5 是 平行 线 ， 接 定义 2 ,直线 8 与 4 
成 为 粗 交 线 了 , 这 是 自 相 驻 导 的。 所 以 a+B 不 能 大 于 二 下 
角 ， 

最 后 的 可 能 性 是 ， 辐 侧 肉 角 之 和 小 于 二 直角 成 立 。 

定理 19 从 任何 锐角 的 一 边 上 所 有 各 点 引 这 一 边 的 眉 线 ， 
不 可 能 都 与 这 角 的 另 一 边 相交 ， 

证 ”因为 从 锐角 边 上 所 有 各 点 所 引 这 边 的 重 线 ， 已 经 有 一 
点 与 这 边 相 交 ( 熏 足 ) 了 ， 如 果 这 条 疏 线 又 与 另 一 边 相 交 的 话 ， 
由 定理 9 ， 过 角 内 任 一 点 可 引 一 直线 与 角 的 两 边 都 相交 是 与 网 
氏 平行 公理 等 价 的 。 它 与 罗氏 平行 公理 矛 导 ， 所 以 ， 定 更 19 得 
到 了 证 明 ， 

定理 20， 锐 角 的 一 边 上 所 引 这 一 边 的 番 线 ， 如 果 与 角 的 另 
一 边 相 交 ， 那 么 在 角 的 怖 点 所在 的 一 机 ， 如 引 这 一 边 的 另 一 季 
线 ， 它 与 角 的 另 一 边 也 必 相 交 ， 

设 锐角 加 的 一 边 O4 上 的 某 一 重 线 P ,8 ,与 另 一 边 08 相交 
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于 8 7， 而 已,Q@, 是 边 04 上 另 
一 垂 线 ， 其 中 二 1， 上 都 是 重 
足 ， 而 且 P, 介 于 0O.P,' 之 间 . 
现在 直线 了 1@ 与 三 角形 
OP' ,8 的 一 边 OP' , 交 于 内 
点 下， 向 与 第 二 边 已 /8i7 图 可 
不 相交 (定理 16)， 按 相 士 公理 ，Pi@: 与 第 三 边 0:8," 必 交 于 内 
点 8 ， 这 就 是 说 ， 委 线 P;Q, 与 边 03 记 必 相 交 ， 

定理 21 锐角 的 一 边 上 扫 引 这 一 边 的 重 线 ， 如 果 汪 角 的 男 
一 边 不 相交 ， 那 么 在 角 的 顶点 启 在 的 另 -- 苦 ， 如 吉 这 一 边 的 另 
一 重 线 ， 它 与 角 的 另 一 边 也 必 不 相交 ， 

设 锐角 0 的 一 边 04 上 某 一 
短线 忆 :7Q@: 与 另 一 边 OB 不 相 
交 ， 而 P:Q: 是 边 04 上 另 一 算 
级 ， 其 中 P,, P: "都 是 垂 足 , 且 
二 ”分手 吕 和 ps 之 间 ， 

如 果 已 .Q, 与 边 O3 相交 的 

语 ， 册 定理 四， 了 ,' 入 也 应 国 50 
与 0 相交， 这 是 与 已 设 条 件 耶 盾 的 ， 所 以 断言 ,P,Q@, 与 边 0B 
决 不 相交 ， 
。” 嫁 上 所 述 ， 可 见 任 何 锐角 的 一 边 上 的 性 线 分 成 现 类 * 第 一 
类 是 与 嚼 一边 相交 的 ， 第 二 类 是 与 另 一 边 不 相交 的 。 根 据 藏 得 
京 特命 题 (连续 公 理 下 )， 存 在 一 条 分 界 竹 线 ， 在 分 界 垂 线 与 角 
的 顶点 一 钢 的 所 有 委 线 与 角 的 另 一边 相 交 ， 而 在 角 的 顶点 另 一 
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贷 的 悉 线 污 角 的 无 一 边 不 四 详 ， 

容易 证 明 , 分 界 重 线 PQ 是 属于 第 二 类 的 ,基站 多 六 不 与 08 相 
交 。 不 然 和 的话 ， 如 果 PQ 与 08B 交 于 一 点 9 ,而 在 08 上 取 一 虚心 1， 
使 SS 介 于 OQ 与 六 ,之 间 ， 从 1 引 
04 的 短线 8， 那么 天: 必 
在 第 二 类 上 ， 但 SP 了 是 与 05 
相交 的 ， 它 又 属 第 一 类 ， 这 是 
家 相 康 拓 的 。 所 以 ， PD 属于 第 
一 类 是 不 可 能 的 。 束 证 明了 分 图 51 
异 牧 线 PQ 必 属于 第 二 类 ， 

定理 22 ”任何 锐角 的 一 边 上 上 和 的 分 虱 和 三 线 必 与 角 的 另 一 边 平 
行 。 

设 锐角 0 的 一 边 04 上 的 分 和 界 熏 线 是 PQ, 据 分 界线 的 定义 (如 
上 所 述 ),PQ 是 与 另 一 边 05 不 相交 的 ,所 以 只 要 证 明 .AOPQ 岂 的 
任何 射线 PC 必 与 05B 扯 交 就 可 以 了 ， 

如 果 所 了 的 点 口 与 点 了 位 
于 0B 的 异 出， 那么 线 眉 PC 与 
QB 已 是 相交 的 了 ， 

如 果 所 取 的 点 口 在 角 口 的 
内 域 ， 因 而 点 0 写 卫 位 于 QB 的 图 52 z 
同一 侧 ， 不 难 证 明 FC 与 08 也 是 相 奕 的。 实际 上 从 OO 点 引 O4 的 
刁 线 上 ,0C(P, 是 钱 是 )， 由 于 了 ,C0 是 属于 第 一 类 的 刁 线 ， 它 必 与 
OB 相交 于 一 点 访 1, 按 帕 士 公理 ,直线 PC 与 三 角形 OP15 ,的 一 边 
OB, 必 交 于 一 点 VU， 
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这 样 一 来 ,直线 PQ 与 98 不 相交 ,而 上 且 OPQ 内 的 尾 柯 射线 
PoOS0B 相 交 ， 故 技 平 行 钱 定义 { 定 义 2 ) 知 8 与 905 平行 ;因而 
本 定理 得 证 ， 


$3” 罗 巴 切 夫 斯 基 画 数 om=IL(z) 


这 里 引进 一 个 有 趣 的 函数 ， 先 让 我 们 阐明 平行 角 四 与 其 对 
应 的 指针 2 的 函数 关系 . 

定理 23 平行 角 @ 是 其 指针 s 的 单 值 沙 数 ( 即 对 于 每 一 个 
的 值 只 有 唯一 的 一 个 角 @ 值 与 之 对 应 )、 

设 直线 CREWA4B (在 4 到 B 的 方向 下 ); 而 生 CDL 48 
于 ， 

即 OD=»w, /DOEF=0 

又 设 直线 OBE'HA'B' 《在 4 到 如 的 方 回 下) 为 而且 
CD 1 A'B’: 于 已/， 

好 OCD:=g’ DOE’ = 0’', 
现在 要 证 明 4=s/ 时 ， 必 得 @=o/， 


(1) 图 53 (2) z 
如 果 oo<o/ 的话， 在 @" 里 可 引 一 射线 C 7 型 ， 局 习 射 
线 0' 也 /所 成 的 角 。LD'C7M' = ,同时 由 于 0'B' 4A’B'， 
10 


按 定 义 2 ，C 于 :与 忆 ' 了 3 必 交 于 一 点 型 ', 在 射线 DB 上 取 
DM =D'M' 之 后 ， 从 全 等 三 角形 C 卫 /用 、CDH 中 得 知 : 

DOMN= /AD'O'H = ww， 从 而 EB 与 CHM 一致 了 ， 这 是 不 
可 能 的 ， 

因为 ”0B 与 DB 是 不 相交 的 ， 

所 以 @ 所 mo” 是 不 可 能 的 。 

同样 @ 守 wo 也 是 不 可 能 的， 

故居 有 名 = 名" 

由 此 可 间 ， 平 行 角 @o 可 取 做 它 的 指针 za 的 函数 ,这 个 函数 称 
为 罗 巴 切 夫 斯 基 租 数 ， 记 做 ， 

' w= [lw) 

定理 24 ”任意 锐角 oo， 可 以 取 做 平行 角 . 这 就 是 说 ,对 于 性 
意 锐 角 口 总 存在 唯一 的 钱 段 w， 使 @= 开 (e)， 

设 锐 和 角 @ 的 二 边 为 04.03， 按 定理 22， 在 @ 的 一 过 DO4 土 存 
在 着 它 的 分 界 垂 线 PQ 与 男 一 边 08B 平 行 ， 从 而 由 顶 本 0 到 重 是 PP 
的 强 段 QP 就 是 吕 的 指针 %. 

不 难 证 明 , 边 04 上 的 分 界 垂 线 PQ 是 唯一 存在 的 ,不 杖 的 话 ， 
要 是 边 04 上 另 有 分 界 垂 线 P'98' ,那么 PQ,P'@' 同 是 04 的 双 线 ， 
由 定理 16 它 们 是 分 数 线 . 另 一 方面 按 定 理 22, PQ、P'@' 都 是 0B 
的 平行 线 ， 因 而 PR、P'Q@' 也 是 平行 线 ， 这 是 自 相 第 盾 的 ,因此 
否定 了 O4 上 有 另外 的 分 界 季 线 ， 所 以 说 Q4 上 的 分 界 重组 是 叭 
一 存在 的 。 

所 以 对 于 任何 锐角 @ 总 存在 崔 一 的 线段 m% 使 四 = 开 (o) 
这 就 是 本 定理 的 证 明 。 
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定理 25 罗 巴 切 赤 期 基 画 
数 .Do=II(o) 是 单调 递 沽 
的 ， 而 县 ss 从 0 增 至 co 时 ， 从 


= 减少 至 0， 


1” 证 明 函 数 @= Ilsw) 
是 单调 递减 的 ， 妈 4， 之 图 54 
附 ， 名 2 人 D1 

普 先 证 明 : 当 s, > 和: 时， 不 可 能 w=@1 ,要 是 W,= 中 |， 
技 定 理 17， 五 :与 如 :五 ,是 分 散 线 ! 另 一 方面 辐 OF H&B, 
又 人口 ,B44B, 从 南下 | 与 UsB, 又 是 平行 线 , 这 是 目 相 后 
的 , 所 以 当 maz>3 时， 不 可 能 有 四: = ol 。 :， 

当 娩 :>: 时 ， 世 不 可 能 有 四 ;> 口 1 ,要 是 os: >>oiy 那 各 在 名 
里 到 射线 OC, 如 ,使 与 Cs 卫 所 
成 的 前 征 ! = 外! 之 后 ; 射线 0， 
加:” 几 在 的 内 部 〈 因 加 :> 
w1)， 这 样 一 来 ， 按 定理 17， 
Ci: 怀 ,' 写 OB, 是 分 散 线 ， 另 
一 方面 按 平行 线 定 义 ，0, 玉 ， 
1 CC 百 :， 因 而 o@, 内 的 任何 射 
线 C :六 与 已: 吾 又 是 相 充 线 ， 转 55 
这 是 上 自己 互相 韦 盾 的 。 

所 以 省 g 之 wD1 时 ， 不 可 能 有 ®; 之 1， 

故 当 %; 01 时， 必然 有 加 si， 
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2” 由 1° 知 % 从 0 增 译 cc 时 ，o 是 单调 递减 的 . 现在 单调 递 
减 函 数 =n(%) 是 有 下 办 的 , 央 性 何平 行 角 名 总 是 正 的 , 即 0>0， 
凡 有 下 界 的 单调 递减 沙 数 必 有 和 极限， 而且 它 的 极 队 人 秆 小 于 应 数 
的 任何 值 .再 由 定理 24， 故 必 有 


Limo= 0 即 3-ce 了 时 ， 台 =I(9) 一 > 站。 


反之 ，2 从 c 减 至 0 时,@ 单 调 递增 ,但 上 界 @<- 了 。 


凡 有 上 上 田 前 单 冲 递增 函 元 必 豚 限 ， 而 且 它 的 极限 值 大 于 
本 数 的 性 何 值 ， 再 由 定理 24， 放 必 有 


Lim o= > 即 gg 一 0+* 了 时， 加 = 1 


$4 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 关于 三 角形 的 内 角 和 问题 


定理 26 萨 开 里 四 角形 的 顶 角 是 锐角 ， 
证 设 4BCD 是 萨 开 里 四 角形 ， 即 A4= 人 B= 二 3» BAD 


= BC 从 CC 点 
点 顺 次 引 CB、DP,， 使 都 也 9 
是 万 到 BB 前 方向 下 平行 于 ， F | 
BOR=n(BO), /ADF 此 8 
=n{AD)., 时 5 


因 AD= BO 窜 /BOE= /ADF=o, 
又 由 足 理 18， 则 便 肉 角 之 和 小 于 二 直角 ,， 知 
FDO+ LAOt+ BOB LA 二 直角 
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在 DU 上 取 点 P， 使 0 介 于 DP 之 间 ， 得 
AEOP+ACAT BOE= 二 直 前 
故 BOPDADO 
关 而 /ECP+tABOE>/AFDG+ /ADF= AD 
但 芯 开 里 四 角形 的 项 角 是 相等 的 ， 即 AD = LAC( 定 理 2) 
可 /BCP+/BOES>/CB BOP BOD 


改 AOL 


定理 27 萨 开 里 四 角 的 内 角 和 小 于 四 直角 ， 

因为 它 的 两 底 角 都 等 于 直角 ， 两 个 项 角 都 小 于 直角 ， 故 四 
肉 角 之 和 小 于 加 直角 。 

定理 2 ”任何 三 角形 的 内 角 和 小 于 二 直角 ， 

由 于 萨 开 里 四 和 角形 的 内 和 角 和 小 于 46(@ 表 未 直角 )， 其 中 人 4 
= B=d, /CAd, 2D<ed, 

即 oc.(AABO) +o;, (AA0D) Ad 
这 里 0, (A 和 AA4BC)、o,(A 人 AO0D) 表 示人 入 4BG,AAOD 的 内 衣 利 ， 

又 因 在 定理 1 中 ， 我 们 已 证 明了 任何 三 角形 内 和 角 和 小 于 勤 
等 于 二 直角 ， 所 以 

og (AABOY 2d,o, (A ACD) <od 

联系 og,(AA ABO) to,(AACDY dd Dp 1 
可 知 在 cl(A4BO) 或 o;(A4CD) 中 ， 一 
至 少 有 一 个 是 小 于 2 的 . 一 

又 我 们 在 定理 3 里 已 证 明了 如 果 存 “< 
在 某 一 个 三 角形 的 内 钊 和 小 于 20， 那 么 图 宁 

?a 


任何 三 角形 的 肉 角 和 也 小 于 24a， 

到 此 为 止 我 们 已 证 明了 性 何 三 角形 的 内 角 和 小 于 二 直角 ， 

定理 29 四 角形 的 角 小 于 四 直角 ， 

这 是 因为 在 四 角形 内 引 一 条 对 角 线 划分 成 两 个 三 角形 ， 而 
这 两 个 三 角形 每 一 个 的 内 角 和 都 小 于 二 直角 ， 所 以 四 角形 的 内 
骨 和 小 于 四 直角 ， 

定理 30 矩形 不 往 在 。 

这 是 因为 窍 形 的 每 一 个 内 角 都 是 直角 ， 它 的 角 和 等 于 四 直 
角 ， 与 定理 29 予 盾 。 

定理 31 ”如 果 三 角形 被 贯 线 划分 成 为 一 个 三 角形 及 一 个 四 
骨 形 ;那么 原 三 角形 章 内 龟 和 小 于 划分 出 来 的 三 角形 的 内 急 和 ， 

设 一 直线 与 入 4BO 的 边 4B、 
40 顺 次 交 于 内 点 B'. C0， 使 成 
AdB7O7 及 四 角形 BCO'B'， 用 
a.B.y 顺 次 表 入 4BCO 的 内 角 达 4、 
B.AO， 有 四 BY,y、x 顺 次 表 四 
角形 BOV’B' 的 肉 角 ， 册 定理 .| 
29， 得 

有 二 站 于 gg9<42， 但 s+y= ~-B =Y 

获 有 ty+40-B'-Y’ 达 如 

即 B+y<B’+Y’ 

窗 t+BiY<at+h 二 人 

即 证 明了 原 三 角形 4 的 内 角 和 小 于 Ad4B207 的 内 鱼 和 ， 

定理 32 ”所 有 三 角形 的 内 角 和 不 是 一 个 常数 。 ， 
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区 


在 性 意 三 角形 480 内 ， 引 此 
组 BD， 交 BC 于 内 点 上 D， 

设 所 有 三 角形 的 内 角 和 都 等 
于 常数 8 用 a.B,Y; .Bi .13Y、 
B,.5, 分 别 表 示人 入 ABO、 八 4BD， 


入耳 BO 的 内 角 . 就 有 。 | 
Eg=a+B+Yy 
k=Q+ 名 +h 
站 = 站 十 证 十 日 
把 后 两 式 相 加 24=c+(Bi+Bsy + (Bt+8) +Y=a+B+Yy+ 
再 由 第 一 式 2 有 三 弟 十 让 
故 得 不 三 开 = 2 
这 是 与 定理 28 任 何 三 角形 内 角 各 小 于 二 直 首 矛 对 的. 房 以 
性 柯 三 角形 内 角 和 不 能 是 一 个 常数 . 
建 理 33 ”两 个 三 角形 中 ， 其 中 一 个 三 角形 药 三 个 内 和 多 ， 顺 
次 等 于 另 一 三 角形 的 三 个 内 角 , 那么 这 两 个 三 角形 是 全 等 形 。 
设 入 ABO 与 和 4A’'B'O' 中 ; 4= 4’， B= BP’， 
LO= ABC .因为 4= 二 4， 由 合同 公理 ， 可 以 把 二 4 的 两 边 
分 别 重合 到 巡 4! 静 两 边 上 ， 这 时 可 能 出 现 四 种 情 闹 1 
(1) 如 果 B.C 分 别 在 4 B'、A'C' 的 内 部 , 则 办 角形 BB’C’C 
中 的 内 角 和 和 
B ret+yty =B + (2d-P) + (24-Y) +Yy = 4 4 
这 与 定 列 29 矛 盾 ， 所 以 情况 (1) 不 会 出 现 . 


(2) 邵 B( 或 ;中 有 一 点 与 B' 重 合 ( 或 0) ,而 另 一 点 C( 或 坎 不 
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与 0' (或 B 重合 ,那么 就 有 Pr >>B( 或 B' 之 人 ， 这 与 已 知名 = 
耶 盾 ， 所 以 情况 (2 不 会 出 现 ， 

(3 如 果 吾 .C 中 有 一 个 点 蓝 在 4 好 内 部 ， 另 一 点 0 落 在 A 
0! 的 延长 线 上 , 则 在 和信 B' BO 中 则 角 4' BO>> LB!， 即 >B/ 
这 与 已 知 了 B=P/ 耶 盾 ， 折 以 情况 (3) 不 会 斑 吏 ， 

(4) 最 后 只 有 B.C0 都 分 别 落 在 B',C' 上， 这 种 情况 必然 出 
现 , 这 时 4 与 4' 重 合 ，B 与 B' 重 合 ,C 和 C0' 重 合 ， 所 以 和 俯 4BO 与 
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六 BU' 是 全 等 形 ， 

谈 到 这 里 ， 我 们 不 妨 想 想 ， 我 们 已 经 推 证 出 一 系列 与 我 们 
在 中 学 几何 课 里 的 定理 相 了 矛盾 的 新 定理 。 如 果 我 们 在 中 学 里 说 
两 个 三 角形 的 三 个 内 角 对 应 相等 ， 就 说 这 两 个 三 角形 全 等 ， 将 
会 被 同学 们 读 笑 是 无 知 的 。 可 是 现在 居然 证 明 它 是 正确 的 了 。 
初 看 起 来 ， 似 和 孚 是 目 相 了 矛盾 的 ， 现 在 我 们 知道 了 ， 问 题 的 实质 
是 由 于 欧 氏 乎 行 公理 与 罗氏 平行 公理 的 裁 然 相反 ， 而 引出 两 种 
不 同 的 几何 蛋 系 ， 在 各 目的 开 辑 体系 中 得 出 自己 正确 的 结论 ， 
这 样 的 情形 并 不 足 为 怪 ， 而 且 也 是 十 分 自然 的 。 头 链 在 于 我 们 
的 于 辑 系统 是 否 存 在 错误 ， 如 果 都 没有 错误 的 话 ， 我 们 就 应 该 
同时 承认 它 ， 深 信 它 。 为 了 加 深 这 方面 的 认识 ， 我 们 下 面 还 要 
进一步 谈 一 些 更 有 趣 的 问题 ， 它 对 于 局 发 我 们 的 思维 ， 开 括 我 
们 的 思维 领域 ， 更 进一步 地 研究 宇宙 空间 的 几何 结构 ， 特 别 是 
对 “相对 性 原理 ”的 探讨 ， 将 是 十 分 有 益 的 ， 


$5 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 关于 三 角形 的 面积 问题 


大 家 部 知 ， 在 欧 几 里 得 几何 里 ， 三 角形 的 面积 S 等 于 一 条 
边 4 及 这 边 上 的 高 5 的 乘积 的 二 从 之 一 ; 妈 


S= Lah 
相 


也 就 是 说 ， 面 积 $ 与 一 边 长 和 这 边 上 的 高 的 溢 积 成 正比 ， 即 
S = (ah) 


显然 ， 这 里 的 下 = 过。 
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我 们 要 问 ， 在 罗 巴 切 夫 斯 基 芒 何 中 ， 三 角形 的 面积 所 对 应 
的 数 又 是 同 什么 样 的 数 成 比例 呢 ? 它 的 面积 公式 又 是 怎样 的 
呢 ? 

前 面 说 过 ， 在 罗氏 几何 中 ， 三 角形 的 内 前 和 小 于 革 ， 面 且 
不 是 一 个 常数 ， 即 每 一 个 三 角形 的 内 角 和 不 一 定 相同 ， 研 是 说 
每 个 三 角形 的 角 亏 

六 = 和 一 (HTH /OU 

应 该 不 相同 。 有 趣 和 的 是 ， 罗 氏 几 和 何 中 三 角形 的 面积 与 角 亏 8 成 
正比 ， 

好 广 = 商 CT dd+ 只 + 

就 是 司 = 上 .5 (这 里 # 是 罗氏 常数 )》 

为 了 辣 明 这 个 公式 的 由 来 ， 我 们 需要 回顾 一 下 ， 在 欧 氏 几 
何 中 是 怎样 研究 曾 积 理论 药 ， 

机 想 建立 笠 面 多边形 〈 指 简单 多边 形 ) 特别 三 角形 的 商 各 
慨 念 ， 即 要 找 册 一 种 方法 ， 侠 得 每 个 这 样 的 多 边 形 各 对 底 的 正 

(1 ) 全 等 的 多 边 形 对 应 以 相 网 的 简 禄 ， 即 相位 的 正 数 ， 
《相等 性 ) 

《2 ) 两 个 多 边 形 之 和 的 简 积 ( 数 8) ,等 这 商 个 多 边 形 面 
积 之 和 (Si + 雯 ,}， 肥 

S=8g,+S，( 可 加 性 》 

个 记过 形 交 中 上 述 卫 项 要求 所 对 讶 的 数 8 ,区 为 秋 边 形 的 
面积 避 。 

例如 ， 在 网 氏 儿 何 中 ， 
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(1 MA ABCO2ZAAB UV,, 
则 说 访 AA4BC=SAA.B.C， 这 是 十 分 明显 的 ， 即 人 4BC 
的 面积 8 等 于 人 .43 的 面积 8 与 人 4PDOC 的 面积 8 ,之 和 。， 


图 冲 1 图 62 

A 启 = 喇 | 十 六， 

符合 这 样 的 数 ， 就 称 为 和 4BC 的 面积 ， 这 都 是 大 家 斯 熟 
悉 的 事实 。 

现在 我 们 要 研究 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 里 ， 儿 边 形 的 称 积 特别 
是 三 角形 级 面积 ， 同 样 地 也 要 用 一 种 方法 ， 找 到 符合 上 闵 两 项 
条 件 的 相 短 的 数 ， 来 定义 罗 巴 切 夫 斯 基 多 边 形 的 面积 ， 

对 三 角形 来 说 ， 我 们 的 目的 是 证 明 在 罗氏 三 角形 中 ， 每 一 
个 三 角形 莉 对 应 与 其 角 可 .=r (A++e)] 成 正比 
的 数 ， 以 建立 面积 的 度量 关系 . 

前 而 我 们 已经 证 明 过 : 罗 作 三 角形 如 果 每 个 角 对 应 相 等 
虽 这 两 个 三 角形 全 等 (定理 33)。 反之 ， 两 个 金 等 三 角形 ， 它 们 
的 对 应 角 相 等 ， 当 热 它 们 的 内 角 利 相等 ， 相 放 地 它们 的 角 亏 也 
相等 ， 这 是 符合 第 一 项 要 求 ， :全 等 形 对 应 己 相 何 的 角 亏 5 ， 

要 进一步 阐明 可 加 性 ， 就 是 愤 科 明 ， 任 一 多 边 形 的 面积 ， 
对 应 于 此 多 边 形 记分 成 的 诸 三 角形 的 面积 之 和 ， 而 且 儿 边 形 的 

80. 


TE Ee EE TE -- -- mm 


面积 与 将 多 边 形 分 成 三 角形 的 方法 无 关 。 衣 是 说 ， 无 论 怎样 分 
法 ， 这 个 多 边 形 前 面积 都 等 于 所 分 成 的 诸 三 角形 面积 之 和 。 
定理 34” 若 两 个 萨 开 时 四边形 的 上 底 相 等 而 且 对 虚 的 锁 
角 也 相等 ， 出 这 两 沾 儒 臣 四 边 形 全 等 ， 因 而 有 相同 的 面积 ， 
证 设 在 两 个 萨 氏 四 边 形 4B0D 和 .47 了 CD 中 ， 上 底 OD 
和 CO’D’' 相 和 等， 并且 OD、C/D' 旁 的 二 锐角 相等 ， 者 等于， 


图 名 


把 41B/01D' 重 可 于 44BOD 上 上 ， 使 DO' 与 DO 重合 ， 册 于 
饥 角 相等 ， 和 直线 四 /由 攻 在 直线 DM4 上， 言 线 C? B' 薪 窑 直线 0B 
上 。 问 题 在 于 点 4 是否 攻 在 4 上 ， 点 B' 是 否 落 在 B 上 . 

如 果 点 /不 量 会 于 6 避 / 不 重合 于 妃 ， 曾 且 A7 落 在 4 刀 内 ， 
慌 蓝 在 CB 内 ， 且 本 'B/ 一定 在 4B 的 网 备 ， 屠 么 根据 兆 狼 四边 
形 的 性 质 ，4、B、A* 、 邓 /都 是 直角 ， 那 么 四 边 形 上 下 By 的 
内 角 和 等 于 四 直角 了 ， 但 这 是 与 定理 29 矛 着 的 。 所 以 4! 必 重 
合 于 4，B'/ 必 重 于 B， 因 此 ， 这 两 个 六 氏 罗 边 形 4BOD 和 4' 户 
CD' 金 等 ， 

由 于 全 等 形 有 相同 前 商 积 ， 所 以 陪 儿 加 边 形 4BOD 与 萨 氏 
四 边 形 47 BC7D, 有 相同 的 面积 。 
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定理 35 设 萨 氏 四 边 形 的 
而 它 的 两 个 悦 角 之 和 等 于 三 角 \ 


形 内 角 之 和 ， 那 么 它们 的 面积 “ / EF 
外 坊 ， AN 
' | 


证 如 图 64, 取 A0、 BO 44 E 
的 中 点 互 . 五 ,从 盖 作 五 五 的 垂 线 村 
AG, 从 B 作 加 囊 的 导线 BF， 从 0 作 了 昌 的 外 线 OKR， 交 EH 于 人 K 
XABTK’,. 

很 上 明显， 直角 三 角形 4G 吾 和 直角 三 角形 CE&K 吾 中 ， 有 有 锋 进 
二 = EC， 对 巴 角 人 人 4G 与 人 OB8E 相 等 ， 记 以 它们 全 等 ， 

同样 三 角形 BEE 和 三 角形 CK 全 等 ， 因 面 有 ROE 
= /GAE, /ROH= <FBH. 有 AG=O0K= BFF, 所 MABFG 
是 萨 氏 四 边 形 ， 它 的 锐角 和 等 于 三 角形 480 内 角 之 和 ， 而 且 三 


角形 4BC 和 萨 氏 四 边 形 4BFG 有 相同 的 组 成 部 份 ， 所 以 它们 的 - 


而 积 相等 。 

如 果 长 在 忆 肛 的 延长 线 上 ， 可 以 得 到 相同 的 的 果 ， 

定理 36 ”共有 一 对 相等 边 及 相间 的 内 角 和 的 两 个 三 角形 有 
相同 的 画 积 ， 

证 ” 设 在 两 三 角形 480O 和 4B'G' 中 ， 48= A4'B'， 并 也 
角 和 +B+AC= LA'+ AB' +LO", 

同 定 理 35 的 方法 一 样 ， 分 别 在 边 4B 和 4'B' 工 各 作 萨 氏 四 
边 形 ， 使 与 这 些 三 角形 等 积 。 但 是 这 疯 个 豆 氏 下边 形 有 相等 的 
底 及 胡同 的 锐角 【都 等 于 所 设 三 角形 的 上 内角 和 )， 由 和 定理 34, 这 
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网 个 些 氏 四 边 形 的 面积 相等 ,从 而 这 两 个 三 角形 4BO 和 4'B’C’ 
而 积 相 等 ， 

定理 37 具有 相同 内 角 和 的 三 角形 必 有 模 同 有 的 面积 ， 

证 ” 根 设 三 角形 蕊 BO 和 473207 的 内 角 和 相同 , 且 如 


《1) 图 5 C2) 


< 在 底 边 4B 上 ， 如 前 而 所 述 的 方法 ， 作 楷 氏 四 边 形 
ABHG. 


其 次 在 BFP 上 一 点 使 4L= 地 4'C' 延长 4 至 M， 使 


4L=LM 联 B, 得 新 三 角形 4MB. 我 们 要 证 明 , 三 角形 4MB 
的 内 角 和 等 于 三 角形 4BC 的 内 龟 和 . 

作 KE HH, 十 前 和 三角 珍 LK' 寺 和 AGL 有 横 等 
的 斜 边 4L = ILM， 对 顶 角 ”ALG = MLK'， 记 以 它们 全 等 ， 
从 而 AG= MK’, 

设 吕 是 了 明和 总 其 的 诡 扣 ， 因 而 BE = A= MK' 从 而 直 
笛 三 角形 下 号 口 ， 虹 于 ?全 等 ， 于 是 B80=OM 

所 以 原来 的 弛 瑟 也 就 是 过 三 角形 4 了 3 两 边 中 点 的 直线 ， 由 
前 面 所 论证 的 定理 35 的 这 程 ， 得 知 三 角形 4BM 的 内 角 和 等 于 

| 此 对 


萨 革 四 边 形 4BHG 的 锐角 和 和， 而 三 角形 4BC 的 内 角 和 也 等 于 革 
氏 四 边 形 48G 的 悦 负 和 ;因此 三 角形 48M 吕 与 三 角形 480 的 内 
角 和 相等 、 
又 已 知 三 角形 4BC 与 4'B'C!' 的 内 角 和 相等 ， 于 蚌 三 角形 
4B 开 与 4H7C7 的 内 前 和 相等 。 
但 是 三 角形 4BHW 和 47B207 有 一 边 4 =4C7， 允 内 前 
和 相等 ， 由 定理 36 它 们 的 而 积 相 等 ， 
同样 ， 三 角形 4BC 和 4B 时 有 一 进 4 呈 相等 ， 内 和 角 和 相等 ， 
那么 它们 的 而 积 相等 。 因 此 三 角形 4B0C 和 4A4'B'CO! 面 积 相等 ， 
(证 完 ) 
这 个 定理 说 明 ， 三 角形 的 面积 同 它 的 内 角 和 有 关 ， 
定理 38 三 角形 前 面积 与 它 的 角 亏 成 正比 。 
证 ” 任 给 三 角形 4BOC， 在 4B 圭 任 取 一 点 D， 连 CD， 设 三 
前 形 4DC、DOB、4BC 的 角 亏 分 别 为 68;,、S;、5， 
由 于 8,=x- (LDACG+ /ADO + /ACD) 
b,x- (DBC+ /BDO+ /DUOB) 
所 以 BS,+o,=27- /ADAC- /DBC-(C ACD+ /DOD) 
—- {AADC+ /ODB) 
:28 /ADAO- /DBC- L408 - x 
=n- {A+AB+/O) 
=8 
很 明显 ， 当 如 在 点 到 后 B 
的 方向 下 画 出 线段 CD 时 , 8 从 ， 忆 
0 到 3 连续 地 增加 ， 当 刀 重 合 于 4 图 6 
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时 ，8, 取信 0 当 D 重 合 于 BN，5, 取 和 值 $， 而 $8, 却 从 值 $ 减少 
到 0，. 

因为 三 角形 前 面积 S 是 与 内 前 和 有 关 和 的 《 定 更 37)， 而 内 角 
和 +LAB+LAO=n-%8 因此 可 以 说 三 角形 的 面积 8 是 与 
它 的 佣 亏 总 有关 的 。 席 以 我 们 可 以 求 出 卢 作 为 前 村 汪 的 函数 
f(b), 

即 B=fj(8) 

现在 规定 一 个 正 数 8， 那么 

记过 着 人 

或 者 8 = 有 [rz (Ad+ 一 有 + AOD 

a 

就 是 访 = 

或 者 ge (‘A+ B+ 人 OY) 

那么 P 究 赣 是 什么 样 的 数 昵 ? 这 音 上 只 能 作 夫 路 地 介绍 。 

所 请 罗 巴 切 夫 斯 基山 率 半径 Pp 是 这 禅定 义 的 : 设 极 限 曲 线 
弧 43 的 高 &， 作 为 平行 性 线 线段 (指针 ) 时 ， 相当 于 平行 性 角 


0 = 工 。 那么 测量 4B 的 长 所 用 的 数 p， 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 空间 


的 曲率 半径 。 
我 们 在 研究 罗 拱 平行 线性 质 时 ， 有 图 节 切 夫 斯 基 函 数 
吕 二 工 ( 中 )》 


现在 ， 虽 = 本 为 定植， 因此 对 应 一 定 长 的 线段 《指针 ) 


ah， 而 A 又 是 极限 风 线 的 高 ， 它 对 应 于 一 定 的 弧 长 ， 所 以 曲率 半 
#5 
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种 p 是 一 定 的 数量 《 详 见 科 士 
青 著 ， «几何 基础 > 中 译本 第 
240 页 )。 这 个 数 p 就 是 常用 的 
罗 巴 切 夫 斯 基 常 数 。 

关于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 个 中 
的 曾 积 理论 ， 我 们 不 打算 详 庶 。 “ 
了 了 ， 如 果 大 家 有 兴趣 的 话 ， 请 本 时 
阅读 下 列 书 籍 ， 

1。 < 几何 学 基 磺 ?*B,N, 科 士 才 闭 〈 商 和 芳 印 书馆 ) ， 中 评 本 第 815 责 第 
七 章 <* 耐 积 论 > 

2。 < 高 等 几何 学 ?H,B。 时 非 艺 夫 着 (高 等 教育 出 版 社 ), 中 译本 第 143 
页 第 三 崔 8 48<4 三 角形 的 而 积 +。 

3。 < 几何 学 >B,B, 库 图 左 夫 著 (高 等 教育 出 版 社 )， 中 译本 第 307 责 第 
十 一 童 $ 68< 面 积 度量 的 概念 >。 

4。 《 几 记 花 础 ? 钱 虹 壮 搞 ( 商 等 教 音 出 版 社 )， 娃 275 页 第 五 慢 目 05 罗 
氏 几 何 移 弧 长 芒 两 积 会 式 ?。 

为 了 引起 文 家 的 兴趣 ， 我 
们 提出 “ 零 角 三 角形 ”的 面积 
问题 。 它 对 于 我 们 习惯 于 欧 氏 
几何 的 观念 形态 来 说 ， 似 乎 是 
很 礁 相信 前 。 过 去 在 欧 氏 几何 
中 ， 三 角形 的 每 一 个 角 都 不 能 8 0 
们 就 说 这 个 三 角形 不 存在 ， 作 国 88 
为 退化 的 三 角形 来 说 ， 也 只 人 能 
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有 最 小 的 面积 ， 对 应 的 数 是 零 。 但 是 在 罗氏 儿 何 中 ， 每 个 角 都 
旦 去 的 三 角形 ， 泪 作 是 一 种 经 眼 情形 ， 我 们 把 和 4、8B8、O 都 看 
作 无 限 远 点 ， 那 么 ， 他 们 每 一 个 角 的 极限 情形 都 症 零 ， 当 然 它 
们 的 角 和 4 + 五 +O 等 于 零 。 

对 这 样 的 三 角形 的 面积 

S=p:Cr—- tA+B+0Y] 

即 Se= piecxr 是 最 大 的 面积 ， 所 以 “ 零 角 三 角形 ”有 最 大 
的 面积 、 因此， 任何 三 角形 的 面积 不 能 大 过 “ 零 角 三 角形 ?的 
阁 积 ， 


$6 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 模型 解释 
基本 公式 otg21 (2) =es 


我 们 在 前 面谈 了 一 些 关 于 罗 巴 切 夫 斯 蔡 几 何 中 有 趣 的 命 
题 ， 面 这 些 命 题 在 习惯 上 是 令 人 难以 相信 的 ， 这 是 由 于 我 们 脑 
子 里 兖 注 了 殉 记 里 得 几何 观念 的 和 尝 故 ， 但 是 它 在 迟 辑 上 又 是 无 
可 非议 的 。 这 就 很 自然 地 产生 这 禅 的 问题 ， 欧 几 里 得 几何 刁 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 和 何 究竟 事 一 种 是 真实 的 呢 ? 如 困 都 是 嘉实 的 话 ， 
那么 它们 是 在 什么 样 的 几何 空间 星 实 现 嘱 ? 

要 解决 这 个 问题 ,一 方面 是 情 奢 实际 测量 , 鄙 一 方面 是 创造 
一 种 模型 ,在 模型 中 米 验 证 和 实现 它 , 前 者 要 依靠 仪 器， 但 是 仅 
只 只 能 在 较 小 的 范围 内 使 用 ， 面 且 测 量 误 若 和 仪器 本 身 的 误 盖 
部 是 不 可 避免 的 ,而 后 者 要 创造 这 样 的 模型 又 是 不 容易 的 事情 ， 
多 少年 来 ， 许 多 数学 家 在 这 方 黄 作 了 努力 。 现 在 让 我 们 介绍 其 
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中 较 易 于 接受 的 一 种 模型 ， 贝 尔 特 拉 米 一 一 克 菜 因 (Beltromi- 
gleikrn)7 解 释 ， 

假定 模型 通过 通常 的 欧 氏 几何 中 所 有 的 定理 ,方法 和 手法 ， 
在 我 们 文 配 之 下 ;以 任 一 点 为 中 心 ;任意 长 为 半径 作 一 个 图 ， 人 帮 
为 基 贺 。 并 引进 罗氏 几何 中 的 基本 元 素 :， 点 、 直 线 、 平 商 。 作 
如 下 的 规定 : 

“ 太 ” 一 一 圳 指 基 图 内 通常 的 成 。 在 基 加 上 或 基 轿 外 的 扩 ， 
都 不 能 算 作 第 一 类 元 素 “ 点 ”"。 明 确 地 说 ， “罗氏 点 ”是 蒜 轩 内 
的 点 。 基 圆 上 或 基 圆 外 的 点 ， 都 不 是 罗 丽 点 。 基 贺 上 的 点 是 无 
穷 远 的 点 ， 

术语 :属于 ?、“ 介 于 ”按照 通常 的 文字 意 久 去 理解 ， 

汶 了 简便 ， 我 们 不 准备 把 五 组 公理 都 在 由 氏 图 中 来 验证 ， 
而 是 突 由 地 察看 罗氏 平行 公理 在 内 
氏 图 中 的 实现 ， 

在 基 代 内侍 取 一 点 型 ， 弄 是 罗 
氏 邱 。 作 不 过 型 的 区 FF ， 因 已、 三 
在 圆 上 ， 它 们 不 是 罗氏 上 反 ， 章 昧 着 
LU、 六 大 直线 4 上 揭 无 穷 远 点 。 所 
以 ,UP 表示 不 过 基点 的 罗氏 直线 ， 疼 的 

同样 。 岂 于， 了 是 回 坟 的 点 ， 所 以 寻 吕 、 对 六 都 履 示 罗氏 
直线 (射线 )， 用 5/ 和 5 表示 ,U, 六 是 直线 8、 引 上 的 光 穷 远 
点 。 这 样 一 来 ， 直 线 5 和 5 交 直 线 4 于 无 穷 远 点 本、 了， 所 以 
HU 和 MV 是 过 直线 # 外 一 点 时 而 和 9 平行 的 商 条 直线 如 和 5 ， 

这 就 是 说 ， 在 弄 和 < 所 决定 的 平面 内 ( 贝 氏 荐 图 ), 过 于 至 

88 


少 可 以 作 两 条 直线 2 和 天， 不 与 直线 a 相交 。 它 实现 了 田 氏 平 
行 公理 。 

在 DF 上 有 无 穷 多 个 点 ， 如 丸 为 UP 上 一点， 将 允 与 M 相连 
搂 ， 即 过 形 可 作 无 穷 多 条 直线 与 4 相交 。 这 些 相交 直线 就 是 我 
们 所 妆 知 的 会 聚 直线 (相交 线 ) 

同样 ， 过 了 点 可 作 无 穷 多 条 直线 ， 如 ,MT 等 不 与 家 线 4 相 
交 ， 这 就 是 罗氏 几何 中 的 超 平 行 线 (分 散 线 )， 

很 明显 ， 所 有 的 会 聚 线 与 超 平 行 线 ， 是 以 与 4 平行 的 两 条 
直线 8’ 和 5 为 界线 的 ， 这 与 我 们 在 前 贸 所 研究 的 完 爹 相符 合 。 

所 以 说 ， 在 贝 氏 图 中 ， 实 现 了 罗氏 平行 公理 ， 

如 果 将 贝 作 图 改 为 由 氏 球 ， 对 于 罗氏 空间 也 得 到 向 样 解 
佑 ， 
在 只 外 图 中 ， 为 了 验证 合同 公理 ， 先 本 妙 地 规定 了 器 氏 长 
度 的 概念 。 

对 弦 0V 上 的 两 点 4、B 间 距离 的 烧 定 ， 

始点 为 4， 然 点 为 B 的 线 稻 4B 分 弛 为 两 种 比 : 第 一 种 比 是 
第 二 种 比 是 。 这 两 种 比 总 是 正 的 ， 因 为 A. 是 内 分 


点 ， 得 到 上 盏 两 种 比 的 比 ， 

六 - 洲 (事实 上 是 射影 几何 里 的 交 比 ) 以 任意 正 数 为 
底 ， 取 对 数 〈 一 般 电 为 阁 ， 政 自然 对 数 ); 我 们 定义 为 点 4 了 
间 的 距离 ， 为 了 保持 单位 尺度 的 任意 性 ， 再 引进 一 个 因子 忌 ， 


通常 引进 《是 罗 巴 切 夫 斯 基 曲 率 半 径 ), 这 个 距离 称 为 ,“ 非 
革 9 


欧 距 高, 记 为 


S48 = 


UB .Ud 
zn 名 ) 


为 什 这样 规 定 呢 1 我 们 内 要 看 它 是 否 符 合 合同 公理 移 雪 
求 ; 

C1) 如 果 84=8418' ,那么 ABmh7B/。 反 过 来 也 威 立 ， 

由 84m=2in(: 逆 ) 


UD’B’ UA 
AH: = Pin (fpr A ri ) 


:Br! raAs 
得 到 oy) 7) “1 


我 们 只 要 能 找到 这 样 的 吾 ,使 
得 4Bwmed’B* 就 可 以 了 


站 果 Se= 上 ta(7F: VS) 


是 已 知 的 ， 点 4/ 古 已 定 的 ,如 六 
世 是 已 定 的 ， 1 
求 册 来 知 比 挟 六 ， 因 而 求 出 了 在 直线 大寺 点 呈 / 的 位 置 ， 
了 即 如 果 534p = 848 ， 那 么 就 能 在 17" 记 / 上 找到 唯一 的 点 8! 使 
4Bm 4 了 ， 反 过 来， 如果 4BeemA4'B: 则 bap=5d'8'， 
也 成 立 。 

(2) 现在 来 验证 线段 的 可 如 性 。 即 要 证 明 ,“ 若 4B+ BC 
= AO0， 则 ”Sap+ Sac =86ac* 就 可 以 闻 。 
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B UA 
由 于 8 了 In( 部 他) 


Boc= Pln( Hy: 人 ) 


dan+ boc= Pln( Gy: + Pln( DP) 


oF: By 
P 1 (多 : .UE 

= ia[( 克 :区 )( 祭 : 克 ) 
_p, vo.vA 
-lor 


= bac 
这 说 明 在 贝 氏 图 中 ， 线 段 的 可 如 性 是 成 立 的 ， 
要 注意 从 4 点 起 如 向 江 方向 用 “ 非 吹 相等 ”的 步伐 “ 开 步 
走 *， 永 远 不 会 到 达 上 乒 点 。 因 为 “ 非 哆 焉 离 ”4” 无 穷 大 ， 事 实 


上 对 于 趋 近 点 也 的 B 点 来 说 ， 比 ”如 -一 o0， 而 比 弛 不 变 


因此 46 .~。 : 

这 里 提醒 我 们 注意 一 个 有 趣 的 事 硝 ， 当 4“ 非 区 相等 * 地 
走向 时， 用 欧 氏 哮 点 来 看 ， 它 的 步伐 是 在 逐 济 地 减 小 .因为 
欧 氏 几何 中 认为 弦 U 六 是 有 限 长 的 ， 而 罗氏 几何 认为 矿 , 六 是 站 
线 DF 的 无 穷 远 点 , 因而 直 航 UP 是 无 限 长 的 。 所 以 在 罗氏 几何 
中 ， 是 在 用 相等 的 步伐 前 进 ， 但 永远 也 不 能 到 达 。 而 在 吹 氏 
几何 中 却 以 为 4 的 步伐 越 来 越 变 小 了 ， 所 以 它 不 能 到 达 六。 因 
此 在 罗 民 几何 中 认为 它 的 尺度 是 始终 没有 变 的 前 进 著 ， 因 旁观 
者 的 欧 氏 却 以 为 罗氏 的 尺度 是 越 远 离 越 变 短 了 ， 举 一 个 例子 
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说 明 这 种 情况 ， 当 我 们 站 在 忽 路 旁边 ， 看 见 一 列 火车 从 我 们 身 
边 飞 驰 而 过 ， 我 们 觉得 这 列 火车 是 很 长 的 ， 它 有 30 节 车 月。 但 
是 火车 开 过 以 后 ， 逐 渐 远离 我 们 了 ， 我 们 的 视线 所 能 看 到 的 距 
离 是 有 限 欧 ， 我 们 仍 站 在 原 地 看 这 列 火车 ,好 象 就 不 怎么 长 了 ， 
越 是 远离 我 们 ， 似 平 这 列 火 牢 就 越 短 ， 共 至 象 小 孩 的 玩具 火车 
那样 组 了 。 其 实 火 车 上 的 乘客 并 没有 这 个 感觉 ， 事 实 上 火车 还 
是 原来 的 39 节 车 肌 邦 样 发。 这 个 事例 使 我 们 相信 史 包 切 夫 斯 基 
几何 是 有 现实 意义 的 .而 我 们 的 模型 解释 也 不 是 妊 空 脐 造 的 。 
更 重要 的 是 这 个 概念 对 于 我 们 研究 字 宙 空间 是 十 分 重要 的 。 这 
也 说 明 罗氏 几何 所 包含 的 范围 是 屠 
样 的 大 ， 而 欧 区 儿 何 的 范围 却 是 狗 
小 的 。 

现在 我 们 利用 贝 氏 图 ， 来 推导 
著名 的 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 


.1 总 
ctg 1 {wm) =er 


图 71 
令 长 为 “的 线段 04， 对 应 平行 角 aa= ztz)。 在 贝 氏 阅 上 ， 平 
行 织 sW5， 人 4 是 喜 角 ， 再 令 有 和 y 分 别 表示 贝 氏 图 上 半径 和 线 
届 04 的 欧 氏 长 麻 。 另 一 方 而 线段 04 的 非 欧 长 度 是 


o=taa= 上 ln(2 2) 


2 
= 上 也 
2 ln 
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并 且 UA=R+y, 4 =R-y 
此 外， 在 贝 氏 图 上 ， 欧 氏 长 度 和 和 角 之 间 有 这 样 的 区 系 式 ， 
.Y= Rcosa 


所 以 只 十 4 _ Ri+icosg _ 11+cosg 
RE-y BR-Rcosm 1-eosa 


= cte’ 2 
这 样 一 来 “省 = 一 lncteg 3 一 = plnctg 
lnctg™ =- 
” 故 有 ctg 林 x (四) 上弦 z 
这 个 公式 在 研究 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 起 着 十 分 重 要 的 帮 


用 , 钊 析 证明 是 比较 图 棋 的 ， 现 在 利用 贝 色 图 竺 村 的 导出 来， 
供 大 家 参考 . 


此 外 关于 罗氏 几何 中 角 的 度量 和 其他 的 问题 ， 可 参阅 剖面 


提 到 的 著作 ， 在 此 不 再 详 谈 。 


8 
在 微小 区 域 里 罗氏 几何 


与 欧 民 几何 的 一 致 性 


前 面 ， 我 们 阐明 了 多 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 一 些 定理 和 公式 ， 
厦 起 来 ， 已 经 离开 欧 儿 里 得 几何 很 远 了 ， 它 们 之 闻 在 形式 上 的 
矛盾 是 如 此 的 突出 ， 雁 时 似乎 是 达到 令 人 不 能 相信 的 地 步 ， 但 
是 在 逻辑 上 又 是 这 样 的 丝毫 没有 错误 。 我 们 已 经 知道 它们 之 间 
矛盾 的 焦点 是 罗氏 平行 公 再 与 欧 氏 平行 公理 截然 相反 。 央 而 在 
各 自 的 系统 里 ， 形 成 两 种 派别 的 几何 学 ， 初 看 起 来 ， 似 乎 是 已 
经 水 火 不 相 容 了 。 但 是 我 们 知道 ， 矛 盾 的 双方 在 一 定 的 条 件 下 
是 可 以 转化 的 。 因 此 ， 人 人 要 间 ， 在 什么 条 件 下 ， 这 两 种 几何 
学 才能 一 臻 呢 ? 关于 这 个 问题 ,数学 家 们 也 曾 作 过 不 少 的 努力 ， 
统一 的 方法 不 只 是 一 种 。 在 射影 几何 学 和 微分 几何 学 里 ， 都 能 
找到 统一 的 结论 ， 关 于 这 点 后 面 还 要 介绍 .现在 仅 就 下 面 的 情 
形 ， 来 探讨 它们 的 一 致 性 。 

在 投 小 的 区 域 里 ， 罗 兵 几 何 与 欧 氏 几何 是 一 致 的 . 

对 于 这 个 问题 可 以 严格 证 明 。 现 在 只 作 一 些 解释 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 汞 数 包 = nts) 的 实际 意 尽 是， 平行 角 台 是 指 
针 z 的 函数 。 
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从 图 72 可 以 看 出 ， 
Di = Im, 
ms = TI (2) 
ws = 1 (ws) 


Du= I (0) | 

就 是 说 ， 指 针 2 ，… 人 0 > ga 人 oa 时， 平行 

和 角 扣 pocoODs<cCOw< yy 南 第 了 意 久 3 有 ;: 当 
sooRNH, w=1w) > 0 


当 呈 -> 站 了 肝 ， 四 =)——> 7 : 


这 意味 着 当 指针 ”充分 小 时 ， 平 行 角 四 = 也 (z1 就 会 趋 近 于 -， 


这 时 平行 线 刀 和 5 就 威 为 一 条 埋 线 了 , 这样 实现 了 于 欧 氏 平行 全 
理 一 一 在 平面 上 ， 过 已 元 直线 外 的 一 个 已 类 后 ， 最 多 只 能 作 一 
条 直线 与 已 知 直 线 平 行 。 所 以 说 ， 在 微小 的 区 域 里 ， 在 上 述 意 
义 下 罗氏 几何 与 欧 民 几何 是 二 致 的 ， 这 是 一 种 直观 的 解释 方 
法 。 

现在 进一步 来 看 罗马 切 夫 斯 基 公 式 ，。 


ctg> lw) = 
如 果 2>0 则 >0 (p20) 
有 eye° = 1 
从 而 ctg 了 lo)>1 ”319)> 工 


$6 


那么 II(m) =» 


就 是 ”> 万 
这 样 就 与 欺 氏 几何 迷 到 了 一 致 . 
另 一 方面 ， 我 们 知道 在 ctg 于 也 (z) =e 了 中，% 与 由 率 半径 


是 相互 联系 车 的 ， 随 著 指 针 %“ 变 小 ，p 就 相应 地 变 大 。 反 过 来 
也 是 如 此 ， 


当 po 时， 当 热 2 司 0， F790， er—1, 
cig 地 再) 一 于， 0=H(2) > 


闻 样 说 明 了 在 袜 尖 区域 里 ,罗氏 几何 可 转化 为 欧 氏 儿 机。 


9 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 与 现实 空 


间 一 一 天 文 测量 的 一 个 例子 


通过 前 而 一 系列 的 探讨 ， 我 们 深信 罗 巴 切 夫 斯 革 几 何 与 欧 
人 
: 在 现实 空间 里 ， 我 们 应 当 使 用 哪 一 种 吕 何 蛇 ? 菊 句 话说 ， 

届 实 空间 旺 夺 实 观 和 几何 究竟 属于 电 一 种 呢 ? 
我 们 知道 罗氏 三 角形 是 有 角 亏 8= x - 《4+ 如 + 吕 ) 的 ， 因此 
我 们 容易 想到 ， 只 要 在 现实 空间 里 检查 三 角形 其 否 有 角 亏 就 行 
了 。 如 果 有 和 角 亏 ， 那 么 现实 空间 就 是 罗氏 空间 ， 恕 果 没 有 角 对 
(=0)， 那 么 现实 空间 当然 是 欧 氏 室 间 了 。 但 基 当 你 去 检查 
角 亏 时 ， 如 果 角 亏 是 十 分 微小 的 ， 其 至 微小 到 上 比 我 们 现 有 的 最 
精密 的 仪器 的 误差 范围 还 要 小 ， 我 们 就 无 法 确定 是 否 有 角 污 ， 
从 而 也 就 无 法 判断 现实 空间 是 罗氏 的 还 是 欧 氏 的 了 ， 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 可 使 作出 两 种 不 同 的 结论 ，(1)》 或 者 在 现实 空间 里 ， 
三 角形 根本 没有 角 亏 ,因而 使 用 任何 精密 的 仪器 也 检查 不 出 来 
(2)》 或 者 说 ， 月 前 无 法 检查 ， 等 到 有 更 精密 的 仪器 后 青 去 检查 
吧 ! 可 能 以 后 还 会 出 现 角 亏 的 。 为 了 避免 这 样 不 明 袜 的 回答 ， 
我 们 就 要 选择 一 个 非常 巨大 的 三 角形 作为 检查 对 象 。 根 据 三 角 
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形 的 面积 公式 8 = p:,3 得 53 = S/p2: 如 果 在 地 面 上 找 三 点 作 三 角 
形 药 顶点， 这 样 竟 三 角形 是 不 够 大 的 ， 我 们 应 当 在 天 体 范围 内 
找 一 个 人 类 能 观测 到 的 巨大 三 角形 作为 观测 的 对 象 ， 

现在 的 问题 是 ， 要 所 取 多 大 的 购 率 半径 。 ， 才 能 使 我 们 用 
罗 色 切 夫 斯 基 公 式 所 沛 得 的 铺 果 与 用 欧 氏 公式 所 测 得 的 结果 相 
香 ， 
-我 们 设计 把 量 的 最 大 一 年 神 莽 【从 这 星 望 见地 球 轨 道 直径 
的 最 大 角度 》 的 数值 列 入 这 些 实验 内 。 就 是 说 ， 要 多 大 的 其 率 
半径 e ， 才 能 使 依据 罗 巴 切 夫 斯 基 刀 何 计算 星 的 一 年 视差 值 ， 
要 合 于 众所周知 的 依据 欧 笑 蕊 合 计算 的 视差 信 ， : 

设 了 基地 银 畏 道 的 直径 4B，8 
是 恒 量 ， 经 过 半年 后 ， 由 孝道 的 一 
端 转 到 另 一端 ， 而 且 司 AS4B 是 表 
角 ， : 

从 B 引 射 魂 BB' // 4S， 使 得 

w=1d) > /ABS 


”根据 候 定 ”ABS + 人 A8B= 三 


记忆 w=T(a)> 了 -ASB 
其 次 ， 因 为 人 45.8 小 于 星 的 景 大 一 年 视 芝 ， 
设 ASB= 29, 就 有 
Tt 1 江 
(D> 2p, 5 1D> -2 
诺 用 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 ， 
98 .4 


1 4 
cig Himy = 


十 
所 以 cits HD)<etg(F ~ ?)= 4 
4 工 十 te 多 
市 
. 于 是 * ten 
站 1 十 tg 
ta- 一 
故 p ~ | 1 tgp 
考虑 由 ta(1 十 的 = 一 二 D1 二 二 3 一 上 二 二 
一 _ 了 :1 3 lt ls... 
tn(l 必 ) 省 全 人 
得 tn = tn(1+0) ~ tn(l ~%) 


= 2 +3 + 0 十 


用 tgp 代 换 s， 得 到 | 
4d tn lttgp - 1 
ptn 1 — tgD 2(tgp+ 本 te P+ 多 和 ) 
< 区 及 (二 十 tgip+ tg 有 十) 


= .1 _. 
= 2tgD 1 tp 


因此 PP 一 一 


全 


rr Pr mp 
TH ppp rm he rp rrr re ri EP i i TF pp pp rhe hr re re PY TH rr mn ' 


从 天 文 观察 关于 视差 4p 之 17 


， 1  ， 
所 以 > >2000004 


这 个 式 子 说 明 ， 曲 率 半 径 p 必须 大 于 地 球 轨 道 直径 的 20 万 
倍 ， 才 能 使 应 用 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 与 使 用 欧 氏 几何 所 计算 的 视 
差 一 致 ， 即 都 得 到 同一 的 结果 ， 视 差 2? 都 小 于 1。 

虽然 取 了 地 球 轨道 直径 的 20 万 以 这 样 大 的 数 做 曲率 半径， 
但 是 对 于 字 宙 空间 来 说 仍然 是 十 分 微小 的 。 由 此 可 见 , 我 们 所 能 
名 到 的 范围 是 多 么 地 有 限 ， 而 罗氏 几何 所 适应 的 空间 ， 又 是 多 
你 的 广 阅 隔 ! 

根据 推算 出 来 的 空间 曲率 半径 P 的 大 小 ， 以 地 球 轨道 半径 
为 一 腰 的 等 腰 直 角 三 角形 ， 可 以 说 是 巨大 的 三 角形 了 ， 但 是 通 
过 计算 ， 它 的 角 亏 8 还 不 到 0.000003”， 这 样 微小 的 角 志 ,在 现 
代 的 精密 仪器 下 ， 是 不 能 检查 出 来 的 。 所 以 说 ， 现 有 的 观测 技 
术 及 仪器 ， 还 不 能 使 我 们 来 推断 现实 空间 形式 .但 自从 “相对 
沦 ” 学 说 创立 后 ， 对 这 个 问题 的 答案 ， 提 供 了 可 能 性 ， 当 然 ， 
还 有 报 多 工作 需要 我 们 去 做 。 现 实 空 间 的 几 合 是 与 充满 宇宙 之 
向 互相 吸引 的 物质 分 布 的 密度 与 运动 有 密切 关系 的 。 它 不 可 能 
是 排除 一 切 放 来 因素 ， 象 欧 几 里 得 那样 “纯粹 ”的 几何 ， 其 至 
是 比 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 还 要 复杂 得 多 的 几何 空间 。 如 果 我 们 去 
研究 一 下 “相对 论 ” 原 理 ， 将 会 得 到 很 大 葛 启 发 ， 使 我 们 的 思 
维 范 随和 空间 想象 进入 更 新 更 深入 的 领域 中 去 ， 
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10 
关于 黎 受 几何 的 模型 解释 


我 们 知道 欧 负 几何 与 罗氏 几 笨 移 宇 要 芬 破 点 不 于 平行 公理 
的 截然 相反 。 现 在 把 它 并 列 起 来 比较 一 下 ， 

欧 筷 平行 公理,"“ 在 平面 内 ， 过 已 知 直 线 寻 前 一 个 已 知 点 ， 
最 多 只 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 (不 相 变 )"。 

罗氏 孚 行 公理 ， 在 举 面 肉 ， 过 已 知识 线 外 的 一 全 已 媚 点 ， 
最 少 可 以 作 两 条 直线 与 已 知 直线 不 相交 。” 并 进一步 指出 有 无 数 
条 趟 平行 线 都 与 已 知 直 线 不 相交 。 

经 过 比较 ， 我 们 很 自然 地 会 问 ， 是 否 有 这 样 的 见 何 ， 在 平 
面 内 ， 过 直线 外 的 一 个 已 知 点 与 已 知 直 线 不 相交 的 直线 一 条 也 
没有 喝 ? 这 种 “最 多 一 条 ?，“ 最 少 一 条 ”，“ 一 条 也 没有 ”的 联 
本， 必然 会 在 人 们 的 项 子 里 反映 出 来 

及 一 种 联想 是 ， 在 欧 氏 几何 星 ， 三 稻 形 的 内 角 和 等 于 二 直 
角 ; 在 罗 居 几何 星 三 角形 内 角 和 小 于 二 直角 ,有 是否 有 -一 种 几何 ， 
它 的 三 角形 内 和 角 和 大 于 二 直 第 呢 ? 

历史 的 发 展 国 答 丁 这 个 问题 

当 罗 巴 切 夫 斯 基 发 表 罗 开平 行 公理 的 论文 38 年 后 ， 德 国教 
学 家 倍 耳 哈 特 ， 黎 曼 (Hernhard Riemanni826 一 1866) 在 1854 
年 受 表 了 既 不 属于 欧 氏 也 不 属于 罗 岳 ， 而 是 自 成 体系 的 “ 黎 量 
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几何 ”。 

繁 氏 孚 行 公理 :任何 两 条 直线 必 有 唯一 的 交点 。 

同时 ， 繁 氏 几 何 中 还 指出 ,任何 直线 虽然 可 以 任意 仲 长 ， 
但 长 座 是 有 限 的 ， 

这 个 事实 可 以 用 一 个 欧 氏 的 球面 略 加 改造 ， 作 为 黎 氏 几何 
的 覃 迎 来 作 解 释 。 

下 夯 是 黎 氏 几何 模 虱 的 规定 ， 

规定 1 在 欧 氏 空间 中 任 取 一 个 球面 匡 ， 约 定 据 球 而 上 的 
对 径 扎 《 球 直径 的 两 端点 )“ 统 一 起 来 "， 汕 作 一 个 对 象 ， 这 个 
对 象 便 叫 做 黎 肾 几何 的 “点 ”。 

规定 2 球面 E 上 的 大 图 蔬 敌 * 繁 氏 直线 "， 大 加 上 的 对 径 
后 仍 看 作 一 个 点 ， 

规定 3 ”对 径 点 统一 起 来 的 球面 站 ， 叫 做 “黎民 平面 

规定 4 所谓 莹 氏 点 和 黎 氏 直线 的 姥 侣 关系， 就 是 球面 吾 
上 的 点 与 球面 了 上 的 大 贺 缴 的 普通 结合 关系 . 

由 于 在 球面 上， 任何 两 个 大 贺 必 相交 于 两 全 点 ， 而 这 商 
个 点 恰好 是 对 径 点 ， 把 它 界 成 一 个 


点 ， 所 以 说 黎 括 平 而 上 任何 两 条 直 & 

线 必 相 交 于 一 个 点 ， 这 样 就 实现 了 

黎 氏 平行 公理 ， a 
另 一 方面 ， 大 圆 上 任 一 点 ， 可 生 7 

沿 大国 弧 任 意 移动 ， 但 大 国 的 长 庆 Kay 

是 有 限 的 ， 所 以 说 黎 氏 直线 可 以 任 BB 


意 伸 长 ， 但 是 有 一 定 的 长 度 。 图 74 
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应 当 注 意 ， 关 于 点 的 硕 序 公 更 ， 必 须要 有 所 规定 。 因 为 大 
贺 张 上 的 4、B、O 三 点 ，B 可 以 在 4、C、 之 间 ，C 可 以 在 B. 4 
之 间 ! 4 可 以 在 0、B 之 间 。 因 此 必须 要 用 四 个 点 , 才能 说 明 吴 
序 关 系 。 分 两 种 情况 说 明 ， 


/ 如 、 2 位 
CC 
图 ?3 
1* 点 对 4、B 分 离 点 对 OO、D, 意 轧 是 说 ， 点 C 沿 着 直线 
移动 ， 使 之 与 D 重 合 ， 则 必须 在 某 个 时 蛋 ，0 与 4 或 重合 ; 要 
使 4 与 8B 重合 也 一 样 ， 即 4 必 先 与 0 或 DD 重合 ， 
2 点 对 4、R 不 分 离 点 对 0、 了。 这 桂 ， 可 以 移动 点 0， 
使 之 与 重合， 但 不 必 通 过 4 或 BB 同时 也 可 以 移动 点 4 使 与 B 
重合 ， 而 不 通过 C 和 了 
所 以 必须 要 四 个 点 ， 才 能 说 明 师 序 关系 。 直 线 的 分 山 关 系 
也是 一 样 ， z 
从 半 画 儿 何 知 识 ， 任 意 三 条 大 
圆 绝 圆 成 的 球面 部 分 ， 称 为 球面 三 
角形 (如 面 4BO) 。 它 的 内 角 和 是 
大 于 二 直角 的 。 这 就 证 实 了 黎 氏 平 
面 上 三 角形 内 角 和 大 于 二 直角 ， 
我 们 又 知道 在 罗 包 切 夫 斯 基 平 
窖 内 ， 三 角形 的 而 积 图 76. 
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S=p:Cr— (CA++ B+OIRS =p: :0 
(这 里 p 是 罗氏 曲率 半径 ，8 =x~ (4+B+ 们 是 角 亏 ) 
如 果 用 ” 弄 换 将 土 式 中 的 p，( 作 = 二 1) 
那么 六 =P 
=《 了 zf 一 (+ 了 +C7 
= Rifn—-tArB+OY) 
= RI[(A+ B+O) nj) = 是 角 余 ) 
所 以 ， 在 罗氏 几何 中 ， 如 果 把 曲率 半 和 名 p 换 成 BB 的 话 ，、 就 
得 到 黎 氏 几何 中 揭 面 积 公 式 。 这 个 变换 不 仅 是 十 分 有 趣 的 ， 前 
县 也 说 明了 罗氏 几何 和 获 氏 几何 之 间 的 一 种 关系 ， 给 我 们 研究 
歼 氏 几何 开路 了 一 条 新 的 途径 。 
在 这 里 ， 还 要 指出 一 个 十 分 有 者 的 性 质 ， 任 意 一 条 直线 不 
能 把 黎 昌 平面 分 成 两 个 不 语 的 区 域 ， 俩 如 大 加 6, 初 用 似乎 把 球 
面 尺 分 成 1 、 工 沽 部 分 了 ， 催 平 
4 点 薪 在 工 域 。 但 不 要 忘记 ， 我 
们 是 规定 把 4 的 对 径 点 4 看 成 同 
一 个 点 的 . 面 这 时 的 4 是 在 工区 
城 ， 即 4 点 是 区 域 [ 的 点 ， 也 是 
区 域 了 指点。 因此， 直线 < 并 没 
有 把 系 曼 平面 分 成 两 个 不 同 的 区 图 77 
域 ， 
同时 ， 我 们 也 看 到 ，、 工 酒 部 分 前 点 4 和 妃 可 以 用 不 
与 a 相交 的 直线 段 连结 起 来 ， 因 为 4 的 对 径 点 4 就 是 4 点 。 很 
明显 ， 直 线段 4,B 是 不 与 直线 4 相交 的 。 
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黎 曼 平面 的 这 种 特殊 性 质 ， 用 拓扑 学 上 的 和 名词 来 说 ， 称 为 
单 侧 性 。 在 本 书 一 开始 时 ， 提 出 的 梅 比 乌 斯 带子 也 是 具有 单 便 
性 的 。 

关于 黎 曼 几何 的 知识 ,由 于 我 们 受到 一 些 也 备 知识 的 限制 ， 
这 里 只 能 粗略 地 谈 一 些 易 于 接受 的 内 容 。 读 者 如 果 还 想 进 一 步 
探讨 ， 侣 参阅 钱 端 壮 篇 著 的 + 儿 何 基础 ;第 六 章 < 黎 明 几 何 学 >。 
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1 
曲面 的 几何 学 一 一 网 氏 


几何 与 非 欧 几何 的 统一 


前 面 我 们 谈 到 了 三 种 派别 的 几 柯 学 ， 欧 氏 几 何 学 ， 罗 氏 几 
何 学 和 歼 氏 几何 学 .我 们 都 可 以 把 它 归并 在 曲面 的 几 和 何 学 里 面 ， 
并 且 把 它们 统一 起 来 。 

在 三 度 空间 里 的 曲面 几何 学 ， 是 初等 微分 几何 里 最 有 趣 的 
部 分 现存 先 出 读 者 作 一 概略 的 介绍 ， 接 着 再 谈 谈 高 斯 曲率 ， 
然后 再 看 君 它 们 是 旦 样 统一 起 来 的 。( 欲 知 其 详 ,可 参 间 素 元 山 
着 * 几 何 学 通论 3) 

1 .曲面 上 的 距离 与 角 

假 洛 有 一 个 曲面 S，S 上 任 取 二 点 P 和 Q， 由 卫 在 S 上 走 到 Q@ 
的 路 径 有 无 穷 多 ， 但 在 一 般 情况 下 ， 最 短 的 路 径 只 有 一 条 ， 周 
笋 由 卫 至 人 @ 的 测 地 线 《 又 叫 短 程 线 )。 例 如 我 们 大 家 都 知道 ， 球 
面 上 的 测 地 线 是 过 卫 、 昌 两 点 的 大 图 劣 弧 . 

在 5S 上 性 取 两 条 曲线 CO,、0O。， 假 设 P 点 是 CO, 和 人 ,的 交点 ， 
过 + 点 作品 及 口 , 的 切线 ， 这 两 条 切线 所 成 的 角 ， 就 称 为 昌 线 
OO, 和 C ,在 交点 了 的 来 角 。 
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2. 训 斯 些 率 

在 一 曲面 3 上 任 取 一 点 P， 过 PP 和 任 取 S 上 的 一 曲线 0, 作 0 在 
王 点 的 切线 。 这 种 曲线 C 不 只 一 条 ， 这 种 切线 也 不 上 只 一 条 ， 这 
些 切线 的 全 体 组 成 一 张 过 己 点 的 平面 ( ) , 称 为 曲 而 在 P 扣 的 
切 平面 。 

过 卫 点 作 一 直线 硬 直 于 平面 (x )， 这 条 直线 称 为 曲面 5S 在 
二 所 的 法 线 ， 法 线 在 曲面 8 异 俩 前 指向 为 正方 加 。 [如 图 7861) 
所 示 ] 

在 空间 取 一 个 球 心 为 CD、 半径 为 1 的 球面 8 ， 由 球 心 作 一 
半径 平行 于 法 线 的 正方 向， 以 P' 记 这 半径 的 端点 ，P' 称 为 曲 
面 铝 土 的 已 点 在 球面 访 * 上 前 代表 点 。 六 上 任 一 点 在 六 了 上 一定 有 
一 个 代表 点 ， 也 上 只 有 一 个 代表 点 ， 上 反之 ，S'， 上 的 上 每 一 个 点 不 
一 庭 都 代表 请 上 的 一 点 ， 可 以 伐 玖 很 密 的 点 ， 也 可 以 不 代 囊 总 
至 附和 侍 一 点 。 


(1 2) 
图 78 


在 S 上 PP 点 的 千 图 任 可 一 小 图 ， 拱 了 包含 在 内 。0O 上 各 点 
的 代表 点 在 3' 上 也 组 成 一 个 小 图 C0， 把 P' 包含 在 内 ，Q 所 包 
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围 的 S 上 的 面积 以 4 记 之 ，0/ 所 包围 的 S* 上 的 画 积 以 4/ 记 之 ， 
三 及 4&4! 有 同方 向 与 反方 向 的 区 别 ， 其 决定 法 如 下 ， 


(A 


| 了 
8 


设 有 甲 、 乙 两 人， 甲 在 8 上 ， 由 脚 至 头 的 方向 ， 总 是 甲 所 
在 点 的 法 线 的 正方 向 ， 乙 在 8/ 上， 乙 由 脚 至 头 的 方向 ， 总 是 
乙 所 在 点 的 法 线 的 正方 向 。 甲 在 0 上 走 ， 乙 在 0 上 走 ， 甲 独 0 
一 周 ， 乙 绕 0' 一 周 ， 当 甲 绕 C 时 ，0 的 内 部 始终 在 甲 的 左边 或 
给 终 在 甲 的 右边 ，C7 的 内 部 也 始终 在 乙 的 一 边 。 如 果 G 的 内 部 
在 甲 的 左边 ， 同 时 G7 的 内 部 也 在 乙 的 左边 ， 或 5 的 内 部 在 明 的 
右边 ， 辐 时 0’ 的 内 部 也 在 的 右边 ， 我 们 就 说 4 和 4' 有 同方 
向 ，- 和 - 便 是 正 数 ， 反之， 如 果 0 的 内 部 在 甲 的 左边 ， 同 时 ， 
G1 的 内 前 在 乙 的 右边 ， 或 0 的 内 部 在 甲 的 右边 ,同时 07 的 内 部 
在 乙 的 左边 ， 我 们 说 4 和 A/ 有 反方 向 ，- 人 - 便 是 负数 . 

现在 让 C 在 S 上 收缩 到 了 点 ，0C 所 包 的 面积 便 收缩 到 零 ， 0 
在 8 上 志 收 缩 到 已/ 点 ，C 7 所 包 的 面积 4/ 也 收编 到 零 . -全 便 


变 到 一 个 数目 ， 这 个 数目 叫 向 日 面 S 在 三 点 的 高 斯 曲率 ， 又 叫 
总 曲率 。. 
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下 面 是 两 个 例子 ， 

例 1 ”假设 S 是 一 张 平面 ,S 上 任 一 点 的 切 平面 使 是 5 自己 ， 
S 上 任 一 点 的 法 线 ， 便 是 83 上 该 点 的 短线 .一 张 平面 的 匡 线 ， 
都 是 互相 平行 的 ， 所 以 8 上 所 有 的 点 在 8 上 的 代表 点 都 是 同一 
点 ， 困 此 C7 便 只 是 一 点 ，C 所 和 包 的 面积 是 零 ， 邯 4 等 于 区 。 


所 以 -全 总 等 于 堆 。 


结论 : 一 张 平 面 上 的 每 点 的 商 斯 曲率 都 是 零 。 

例 2 。 设 8 是 半径 等 于 的 球 ， 把 8 揭 球 心 O 和 部 的 球 心 07 
重合 ， 总 上任 一 点 五 ， 对 家 六 "上 的 点 己 " ， 则 OP 和 DO 实际 上 是 
重合 在 一 起 的 。 如 果 ”>>1， 忆 便 在 OP 线段 内 ， 如果 r=1，P 
便 与 P' 睾 合 ， 如 果 r<1， 了 人 恒 在 0P' 线 段 内 。 用 简单 的 比 叭 ， 
设想 球 心口 是 一 个 太阳 ， 问 开 面 八方 发 光 ，S 上 一 成 了 在 SS/ 上 
的 影子 使 是 点 P'，C' 便 是 S 上 的 C 在 S$' 上 的 影子 ， 有 4 使 是 4 的 
影子 ， 所 以 由 和 4 之 出 等 于 3 利 8 的 半径 的 平方 之 比 ， 即 
Ai:Ad=1:r?, 


结论 :半径 为 7 的 球面 上 ， 每 一 点 的 高 斯 曲率 都 是 三 。 


叶 = 总 (oD Pp! 
(SG (oo 
图 80 
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mi 一 全 -rr di er she FE “hho de 一 HT 一 


一 般 地 说 ， 如 果 一 个 曲面 3 在 每 一 点 的 曲率 者 等 于 & (EK 
是 一 已 知 实数 ), 则 8 称 为 定 项 率 曲面 。 例 工 中 必 的 下 等 于 数 O， 


例 2 中 $S 的 到 是 一 个 大 于 零 的 数 二 ,自然 我 们 也 想 看 一 看 曲率 小 


于 零 的 定 曲 率 曲 而 是 什么 祥子 ， 

假设 一 个 人 人 一 只 狗 ， 开 始 时 ， 人 在 距离 为 + 的 狗 北 面 ， 
狗 困 东边 跑 ， 人 为 了 志 上 狗 ， 元 论 任 何 时 候 都 基 面 对 着 狗 ， 狗 
的 位 置 时 时 在 移动 ， 人 走 的 方向 也 时 时 在 变 。 狗 为 了 不 被 人 塌 
上 ， 三 任何 时 候 都 设法 与 人 保持 ”的 距离 。 这 样 穷 追 下 去 ， 狗 
癌 东 跑 ， 所 以 猩 是 在 一 直线 上 跪 ， 人 有 跑 的 路 线 叫 定 殷 曲 线 ， 也 
不 妨 叫 妃 狗 曲线 。 自然， 由 开始 之 点 ， 狗 也 可 以 癌 西 跑 ， 人 也 
眼 厦 追逐 ， 得 到 追 狗 昌 线 的 另 一 半 。 ( 见 图 81) 

以 狗 跑 的 直线 为 轴 ， 旋 转 一 周 ， 便 得 到 一 个 曲面， 叫 租 伪 


人 -< 


图 外 82 


同上 是 二 庆生 


3, 欧 民 几 本 与 非 欧 几 何 的 统一 | 
高 斯 证 明了 一 个 非常 有 趣 的 定理 ， 洪 假设 一 曲面 上 每 一 
点 的 高 斯 曲率 都 等 于 一 个 定数 情 ( 匡 可 以 大于 零 、 等 于 零 或 小 
于 零 ), 在 S 上 任 作 一 个 浏 地 三 角形 (由 短程 线 所 围 成 的 三 角形 )， 
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风 这 个 测 地 三 角形 的 三 个 内 角 之 和 大 于 、 等 于 或 小 于 两 直角 ，. 
出 攻 大 于 、 等 于 或 小 于 零 包 定 。 

用 马 玫 示 测 地 三 角形 的 面积 《外 曲面 上 短程 钱 记 转 成 出 三 
角形 面积)， 它 的 三 肉 角 为 glyaxygs， 则 有 ai +ea 十 Ga = T+ 下 也 
(证 明 见 苏 步 青 等 著 上 微分 儿 何 ? 第 二 章 86.7 Gatlss 一 Bonreot 
公式 》 

1 
Kk 

即 太 大 于 零 时 ， 加 与 帮 余 成 正比 ， 下 小 于 霍 时 , 百 与 角 和 号 成 
正比 。 

站 论 ， 在 证 曲 率 此 面 8 上 欧 玫 何 学 由 羡 而 定 。 

二 大 于 零 ， 所 得 的 几何 是 是 黎 氏 几何 学 ， 

攻 等 于 零 ， 扬 得 的 几 柯 学 是 欧 撒 几何 学 ， 

玉 小 于 零 ， 所 得 的 几何 学 是 罗氏 几 箱 学 。 

三 种 不 同 的 志向 学 ， 在 高 斯 曲率 的 疯 点 下 统一 成 一 种 几何 
学 的 三 种 不 同情 形 。 


BB B= = + + — 1) 


i111 


12 
射影 几何 观点 下 的 非 殉 


几何 与 欧 民 几何 的 统一 


为 了 更 进一步 地 研究 非 欧 几何 与 欧 氏 几何 的 关系 ， 我 们 首 
先 要 学 一 点 射影 几何 知识 。 : 

《1》 轩 虚 起 ，,、Bl、0O、 了 必 , 的 奖 比 

在 li 及 1, 上 各 任 取 一 方向 为 正方 向 , 在 i 上任 取 不 同 的 四 点 
41 .了 3, .GDi， 在 平面 土 取 定 一 点 P, 吉 线 P4 与? 的 交点 为 
”4,,4, 称 为 4, 在 1, 上 的 对 应 点 ,同样 ,B,.0,,D;, 是 B1,0,,D,、 
在 ,上 的 对 应 点 ,以 有 4,B, 表示 4 至 B1 的 长 度 , 以 4.B, 表示 4， 
至 B, 的 长 度 ， 很 明显 4,8, 和 4,B, 不 一 定 会 相等 。 

对 于 有 上 国 点 4,、B,、C;、D,， 用 (4,B1，01D,) 记 
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AO: , BO 


AiD, B.D, 
CA,B,, C.D,) 记 
AO, . BO, 
A,D, B,D, 


作为 特例 ， 如 果 i 11,， 就 有 
AC!: _ PA, A.D, -4。 
AO, PA,, ANn, Pld, 


上 两 式 相 乘 得 9:x 人 52= 1 


又 B10 PB, B.D _PB, 
BO, - Ph,, BD EB, 


上 两 式 樟 条 得 G+ x 于 -= 1 


AO, , AD, _ BID， BD 
因此 用 太 ， ‘40s BO 万 ,万 ， 


0 
就 是 CAIBI, C.D,)= (4 :B,, C.D,) 
作为 一 般 错 形 ， 六 不 平行 于 六 。 (请 参阅 高 等 几 衔 > 叶 非 贡 
夫 著 ”第 五 章 8114) 
不 管 4,、8, .C.D 如 何 取 法 ， 总 有 : 
(ABOD)= (4A,B,,0.D,) 
这 里 的 (4,B,,O.D,) 称 为 44,、B1.C,、DD, 体 点 的 交 比 ， 
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(2) 四 直线 站 .5 .el ,9 的 交 比 ， 

在 工 , 及 工 ,周围 各 取 一 方向 为 正方 向 。 过 工 , 任 取 不 同 的 二 
直线 %1.51,， 过 工 ,的 对 应 直线 为 4..5,， 以 1 了 表示 a1 转 至 了 的 
角度 ，4, 8 表示 a; 转 至 ,的 角度 。 很 明显 4 志和 4 芦 , 不 一 定 
全 相等 。 

如 果 我 们 任 取 过 工 ,的 四 直线 ci .54 .ol .di 用 (ciyBietdi) 记 


[| 里 
sime, 6] . SImnt 全， 
一 一 
silImntl 可， sinbd, 


全 | , C0 的 对 应 直线 依次 是 过 二 ,的 9 .8,6, ,0 » 同样 
用 (8.8,,0;9.) 记 


, i _ es, 
s ings0, , Sinb,e, 


a YY 电 
Si DY 人， sinb, ad, 


不 管 65i .oo ,40, 如何 取 潜 ， 总 有 : 
(amb od) = (ob, 00,) 
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可 以 用 初等 方法 证 明 如 下: 
入 工 , 40 的 面积 = 二 ,ACh 


= 二 ‘LIL,A, LOSinde, 
人工 ,4D 的 面积 = 二 *4D 8 


= 工 ,4 LD Sindd, 


里 
, A0 _ Le | sin@ic 
由 由 Ty 
AD DD ， 一 全 
Li sin 1 


1 ,BOh= 1 ,LB.LoOSind,o, 


了 一 


1 pe em 
和 六 上 1BD 的 曾 税 = Fh LB:L Din pd 


zx 
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TI i 四 
pr Er. 
一 HP rr pr mm mf | rm br Le A © Tp 


， BO LO sinbe' 
BD LD sin Vad, 


re A 
CO Bo _ sinae, . sinb,o, 


“* 于 及 Bi 下 下 六 全 
singda, singdid, 
a 量 
辣 A Bo _ singe, . sinb,e, 
DBD 一 天 
singst, sinb,d, 
从 而 Singe) sinbic! _ sing,s, sind ,ct, 
Te, ee 加 ， 


这 里 (apic2i) 称 为 5 5 ci di 四 直线 的 变 比 。 

交 比 在 射影 几何 学 里 的 地 位 正如 距离 在 欧 氏 几何 学 里 的 地 
位 一 样 重要 。 因 为 它 建 立 了 度 售 关系。 下 面 我 们 在 非 欧 几 何 学 
里 ， 就 要 应 用 交 比 来 定义 线段 的 长 度 和 角 的 大 小 。 

现在 我 们 可 以 用 射影 几何 的 观点 去 膨 非 欧 几 何 与 欧 氏 岂 何 
的 关系 了 。 

1. 罕 氏 几 售 

在 平面 《 x》 上 任 取 一 点 0， 以 0 为 圆心 、 大 于 党 的 实数 7? 
为 半径 作 圆 。， 在 内 任 取 两 点 已 妨 ， 过 王 、@ 作 直 线 : 与 贺 。 
交 于 两 点 R,、R,。 假设 1 上 的 正方 向 是 岂 卫 ,到 上 ,的 ， 


设 (PO,R,R,) = EE QE, 
ra, 人 @ 民 ， 
设 QP = 二 In({P@, RR,) 这 星 dLPQ) 表 示 了 P、 日 责 点 


2 
1156 


的 罗氏 距离 (参阅 < 高 等 几何， 
叶 非 莫 夫 著 光 明 详 《高 等 教育 
出 版 社 出 版 5169 ”第 460 页 ) 

同 前 面 第 十 一 节 所 速 的 由 
氏 图 一 样 ， 容 易 检验 d(PQ) 有 
下 潭 的 性 后， 

C1) 本 (EN = -~ dQ) 图 部 

( 2 ) 假 设 * 在 PQ 线 眉 上 ， 则 

d (PQ = QCLPS) + d {SQ) (可 圳 性 ) 

( 3 ) 假 设 P 与 似 重 合 ， 册 d (PO) = 0 。 有 反之， 假设 

(PQ) = 0 则 P 与 介 重 合 . 

(4) 假设 PP 点 面 定 ， 昌 点 洪 了 移 到 民 , 或 及 ,时 ，d (PQ@) 变 成 
无 限 大 。 

现在 我 们 不 妨 有 这 样 的 一 种 设想 有 人 居住 在 圆 。 内 ， 并 
且 投 想 贺 c 内 各 点 的 届 度 不 均匀 〈 或 关 质 量 分 布 不 鬼 义 ), 由 于 
热 服 岭 缩 的 影响 ;使 得 这 人 弄 来 浏 村 限 离 的 尺子 率 费 长 度 在 名 
点 都 不 相同 。 可 是 这 人 自 电 的 专 发 也 窒 样 受到 朵 胀 族 融 的 影 博 ， 
与 他所 用 的 尺子 成 正 出 地 能 状 缩 狂 。 因 此 ， 当 这 具 带 了 尺子 在 
” 匿 举 在 测量 时 ， 他 纠 订 能 发 觉 他 的 尺子 在 赚 缩 ， 也 不 能 盘 觉 他 
自已 的 身体 在 屿 弟 。 我 们 要 锐 中 ;这 种 投 想 , 不 是 完 什 的 杂 椒 。 
因为 在 字 当 空间 存在 着 各 个 童 尾 之 僻 的 引力 ， 各 辞 相 对 运动 的 
速 庆 ， 各 种 星体 的 分 布 等 都 不 是 均 久 的 分 布 ， 以 及 字 雷 对 线 和 
其 他 我 们 还 没有 发 现 的 各 种 因素 等 等 。 它 的 结构 次 不 是 空 润 无 
物 的 那 种 “纯粹 ”的 宇宙 ,这 里 仅仅 是 由 温度 来 作为 例子 而 已 。 
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由 于 人 的 尺子 的 本 身长 庶 随 地 而 异 ， 人 由 圆 内 的 一 点 了 最 
到 涪 内 的 另 一 点 鱼 所 得 到 的 结果 ， 便 和 我 们 局 外 人 用 长 度 不 会 
变 的 尽 子 由 PP 量 到 包 所 得 的 结果 不 同 了 。 我 们 量 得 的 结果 即 是 
平日 我 们 所 常 说 的 那样 PQ 之 长 ， 这 人 所 量 的 结果 , 假设 为 a 
(PQ)， 我 们 注意 看 他 们 量 法 得 到 些 什 么 ， 

1” qd (PO) = -dQ@P) ,表示 从 2 了 到 旭 与 从 旭 到 了 所 量 的 
结果 是 长 短 相 等 ， 方 向 相反 。 

2” 语 在 PQ 上 ， 则 有 atP@) = 2 CPS)+ atS)。 这 表 
示 从 PP 明 到 @ 之 长 等 于 从 P 量 到 5 之 长 加 上 从 5 量 到 @ 之 长 . 

3" 卫 与 入 重合 ， 刚 2(P8@)=0， a (PO)=0， 则 P 
与 重合 。 这 表示 ， 如 果 两 上 感 重合 ， 风 其 距离 为 零 。 凤 之 ， 两 
点 的 距离 为 零 ， 则 此 两 点 重合 。 

这 人 所 莉 得 的 上 面 的 三 种 结果 ， 与 我 们 局 外 人 所 用 的 不 会 
变 的 尺子 所 量 的 铺 果 相同 ， 但 是 下 而 的 第 4 点 却 不 相同 了 。 

4 “ 姑 果 纺 消 工 史 到 下 ,或 甩 ,时 ， (PQ@) 变 成 无 限 太 ,所 以 这 
人 党 得 呈 , 和 五 ,是 二 上 的 两 个 无 穷 远 点 ,他 永远 走 不 到 卫 , 和 如 ，， 
可 是 我 们 局 外 人 省 来 ， 忆 2 和 天 晤 :都 基 有 了 恨 长 度 。 

这 一 小 点 的 差异 ， 使 得 这 上扬 量 得 的 元 何 属 于 办 氏 范 铸 。 

在 图 1 内 任 取 不 在 i 上 的 一 点 5， 联 缚 LR 及 LER, 两 沁 线 ， 
因为 二 ,以 BB, 是 在 无 穷 远 处 ， 记忆 上 Ri 和 上 BB, 都 是 的 平行 线 ， 
于是 过 工 可 以 作 了 的 两 条 平行 线 了 了， 它 实 更 了 罗氏 平行 公 理 ， 

在 加 6 上任 取 一 点 全, 由 TP 作 二 条 线段 了 P、《， 以 了 立 记 P 
与 ?在 2 点 所 成 的 角 。 我 们 知 遵 过 一 点 向 几 吉 切线 时 ， 有 三 种 
情况 ， 点 在 圆 外 ， 可 以 引 两 条 切线 点 在 国 上 ， 只 可 引 一 条 汝 
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忆 冲 人 合演 


: 避 


线 ， 点 在 加 内 ， 不 能 引 切线 。 为 了 统一 起 见 , 可 引 两 条 虚 切 线 ， 
用 虚线 表示 ”7 ;,， 正 如 我 们 在 解析 几何 中 所 学 的 图 网 方程 
2 + Y= 上 。 当 > 0 时 ， 半 径 玉 =+v 表示 一 般 的 贺 ! 当 
k= 0 时， 半径 = 0 表示 点 圆 ! 当 之 0 时 ,半径 B= 1 
者 未 虚 喝 ， 
sing sing 
Sin pr sing 7, 
用 8 《29) 表 示 这 种 几 合 中 ?与 
的 夹 角 ， 


设 (CgyYiyay = 


8 (Cpe) = ln(pg, rr2) 


局 前 面 谣 方法 一 样 ， 检 验 9 (gq%) 
有 下 面 四 个 性 夺 ， 87 

1” 日 9027= — 6 (9) 

8 币 s 为 过 和 点 的 一 直线 ， 在 了、Y 之 间 ， 则 

0 (pq) = 有 (人 7) 十 日 489) 。 

3” 设 ? 与 4 重 台 ， 则 82g) =0. 反 之 被 8 (297 =0 则 
了 与 9 重合， 

. 4” 如 了 ,9 相交 于 图 心 0 0, 则 9 (pg) = pg 各， 和 不 相 
光 手 分， 央 8 (29) 不 一 定 竺 于 pq， 

现在 我 们 假定 这 人 测 出 出 了 到 了 的 角度 是 8 (29)， 他 对 子 
角度 的 测量 有 下 面 的 结 采 : 

1” 07129)= 一 8 (9%)， 卉 出 了 到 4 的 角度 和 由 到 了 了 的 
角度 大 小 相等 ， 方 回 相 友 ， 
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2 用 .9 s 都 变 寺 二 ,8 在 2 之 间 ， 出 
9 (p99) = 6(2s)0( 弛 )， 邑 是 由 旦 到 2 的 角 虚 等 于 由 了 到 。 
时 角度 加 上 由 8 到 ?的 阴 度 ， 

3” 设 P 了 与 9 重合 ， 则 0 (pq9) = 0 即 表 了 示 由 22? 至 的 角 
度 等 于 零 。 反 之 ”8 (2p9) = 0 即 岂 了 到 4 的 角 为 零 ， 则 P 与 9 
重合 。 

上 商 三 点 和 我 们 对 于 角 的 测量 度数 所 得 的 铺 果 是 一 样 的 。 
下 面 的 第 4 成 却 有 了 差异 。 

4 如 果 这 人 在 问心 点 时 ， 浏 量 的 度数 ， 所 得 的 结果 与 
我 们 测 得 的 结果 相同 ， 不 在 怠 点 时 ， 与 我 们 所 得 的 结果 便 不 一 
定 相同 了 。 

这 大 的 几何 学 和 我 们 的 几何 学 有 很 多 相同 之 处 。 医 如 . 一 
个 三 角形 的 三 进 相 等 ， 则 三 角形 全 等 。” 

假设 这 人 在 圆 肉 作 一 个 她 所 认为 的 “等 过 三 角形 ”OU7 ， 
其 中 一 个 项 点 在 图 心 上 ， 昌 然 由 我 们 看 来 OU，OF 是 一 样 长 ， 
伺 UF 却 要 短 些 ， 这 是 因为 离 图 心 远 ， 这 人 的 尺子 变 短 了 ,所 以 
在 他 看 来 UF 和 OU, OF 一样 长 。 因 为 和信 OD0F 他 认为 是 “等 边 三 
角形?， 所 以 三 内 角 和 是 相等 的 。 他 认为 OUT 三 内 第 的 御 便 
等 于 三 倍 的 8 (ao)。w，3 各 代表 CO 和 OF 二 直线 ，. 但 是 根据 上 
面 酌 第 4 项 ， 8 (wp) 等 于 ut， 邯 是 等 于 人 LUO， 和 我 们 局 外 
大 的 量 数 相 同 ， 所 以 李 认 为 等 运 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 友信 的 
~UOF 

现在 车 到 我 们 平常 的 慌 氏 几何 学 来 。 

因为 OF = OF 二 BF 
120 


帮 有 ~COF 一 UVFO= FUO 

UOF 二 LUOF + AUVO+ FEO= 两 直角 

即 是 30(CP 广 一 两 直角 

结论 ， 在 这 人 的 几何 学 中 , AGOr 1 的 三 内 有 角 之 和 小 于 两 直 
前 。 这 人 的 几何 实在 是 罗氏 几何 学 。 

2, 获 民 几 何 举 

， 在 平面 (=) 上 取 一 问心 为 口 ， 半 笃 为 六 的 虚 加 sr 是 不 

为 等 的 实数 》 在 (7 ) 上 任 取 二 点 PP， 包 ， 过 了 、 包 作 直 线 1 与 
0 交 于 二 点 RB 及 有 R，( 都 是 不 点 ) : 


设 CPeQ, BRR.,) = 人 
FE UR, 


d (PQ) = In(PQ, RR,) (参见 高 等 几何 ) 叶 非 营 


夫 著 ” 惠 光 明 译 8169 第 462 责 ) 
QPQ) 有 下 面 的 性 质 : 
1” 如 (和 = -dOP) 
2” 加 果 癌 在 FE 上 ， 划 dCPQ) =a(PS) +dSQ) 
3 如果 书 与 久 重 合 ， 则 GEPQ) =0。 如 时 GOPQ) =0, 则 了 
与 总 重合 ， 
4 ”假设 P 周 定 ， 电 沿江 跑 到 元 限 远 点 去 ，QCPQ) 便 等 于 
TT 


或- 区， 亚 负 号 由 有 清二 的 正方 向 或 负 方向 跑 去 而 定 ， 


假设 有 一 个 人 生存 在 这 平面 上 ， 因 这 平面 上 各 点 的 温 府 不 
同 ， 他 用 来 量 星 离 的 尺子 的 本 身 也 受热 胀 冷 缩 的 影响 面 变 化。 
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假设 他 由 了 景 到 晶 所 得 的 结果 是 dLPQ}， 它 对 于 长 度 的 测量 也 
有 四 个 结果 。 

第 1”.2".3" 个 结果 和 前 款 中 相同 ， 现 在 共有 第 4 个 结果 有 
差异 。 


4 由 一 点 也 量 到 任何 一 无 限 远 点 的 距离 都 是 一 定 长 二 


或 ~ 3*。 正 负 号 表示 正 负 方向 。 所 以 这 人 在 平面 上 ， 对 于 任 


何 一 直线 都 是 有 限 长 度 ， 虽 然 可 以 沿 一 直线 继续 前 进 。 这 种 人 
的 直线 便 象 是 球面 上 的 大 图 一 样 ， 但 由 我 从 局 外 人 看 来 由 三 局 
量 到 无 限 远 点 的 距离 是 无 限 大 的 。 

这 一 点 的 差异 使 得 这 人 的 几何 属于 黎 氏 范畴 。 

过 (x) 上 一 点 2， 作 两 条 直线 及 、2， 由 工作 的 两 条 切 
线 71，9a (都 是 虚线 )。 

设 《2gyYiys) = Ssinpr, 4 singr 

sin Pr , sinds 
0 (Pp9) = ln(pg, irs) 


8629)7 有 站 个 性 质 如 前 款 中 的 829) 一 样 。 假设 这 人 测 得 
角度 的 结果 6(20?， 他 也 同样 的 有 四 项 千 果 。 

这 种 人 的 几何 学 中 华 有 “三 角形 的 三 边 相等 则 三 个 内 角 也 
相等 ,” 

假设 这 人 作 他 认为 的 “等 边 三 角形 ”OUVF ， 在 我 们 局 外 人 
者 求 QU=OF 这 点 与 这 种 人 的 看 法 相同 。 

由 于 离 口 愈 远 ， 这 种 人 的 尺子 就 愈 短 ， 但 我 们 看 起 来 要 长 
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一 些 了 。 所 以 从 我 们 看 来 有 
OU = OF <UV 
所 内 = AOUF < /UOF 
所 以 3LUOV > LOPU+ /AOUV + LUOV = 二 家 角 ， 
但 是 3AUOVF 等 于 这 动物 的 
“等 边 三 角形 ”OUF 的 三 内 解 之 
”和 ， 于 是 得 汉 下 面 的 结论 ， 
在 这 种 人 的 几何 学 中 ， 
AU 的 三 内 角 之 和 大 于 二 直 
角 。 
所 以 这 种 人 的 儿 何 学 ， 实 际 图 好 
是 黎 氏 几何 学 。 
3. 三 种 几何 学 的 统一 性 
在 本 节 中 (1), 2) 两 款 中 ， 隐 上 的 ”车 让 它 变 成 无 限 大 ，, 则 
d(P@) 便 等 于 我 们 平常 的 EL,Q(pg) 便 等 于 我 们 平常 的 29，, 就 是 
说 当 * 变 成 无 限 大 时 (1)、(2) 丙 款 中 记 说 的 罗氏 几何 和 获 扑 
上 几何 都 变 成 了 欧 儿 几何 学 。 


— 一 二 
用 攻 表 未 厨 5 平 花 阐 平方 
i” 在 1) 中 ， 陨 的 半径 等 于 了， 所 内 


,= 1 
KT 0 


2” 在 (2) 中 ， 图 6 的 半 和 名 等 于 订 ， 所 世 
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3” 让 7? 变 成 无 限 太 ， 六 = 0 。 

所以 用 羡 来 分 别 三 种 几何 学 ， 人 恒 得 到 下 面 的 纺 论 : 

1” 此 < 0， 所 得 的 几何 学 是 罗氏 几何 学 ， 

2” 五 汪 0， 所 得 的 几何 学 是 黎 氏 泌 何 学 ' 

3” 只 = 0， 所 得 的 几何 学 是 欧 氏 几何 学 。 

这 三 种 几何 学 ， 再 一 次 从 射影 几何 的 观点 干 统一 起 米 丁 ， 
它 诬 得 的 结论 和 曲面 几何 的 结论 完全 相 辐 。 

为 了 使 于 理解 ， 可 以 用 三 角形 的 内 和 角 和 的 绊 论 ， 在 上 述 两 
种 统一 方法 的 情况 下 ， 作 一 个 和 倘 单 地 说明 ， 


曲率 外 = 广 Y 是 实数 。 
1” 当 ”不 = 0 时 ，+ -*co 就 是 我 们 已 学 过 的 欧 氏 几何 ， 
它 的 三 内 角 之 和 Ad4+AB+AO=rT。 
2” 当 其 汗 0 时 ， 三 角形 面积 公式 
B= (ALA+ALB+/C-r) 


而 下 = 芽 


eT 
所 B=r:(C/A+rAB+ /CO-x) 
= 
(是 角 余 A+ 人 B+/O~-r) 
这 是 半径 为 7 欧 球 面 三 角形 面积 公式 ,; 它 属 干 葡 氏 几何 学 ， 
这 时 三 角形 内 角 和 和 一 4+ 一 有 + ACT。 
3” 当 区 之 0 时 ， 三 角形 面积 公式 
E= (LA+/B+/C- 7) 
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1 
而 及 = -小 


所 以 =ritx -tA+ B+ AO 
=728 (8 是 角 写 TzT~(LA+LB+ LO)) 

如 果 + = Pp (Pp 是 罗 巴 切 夫 斯 基 曲 率 半 径 .》 

于 是 无 = PY，8 

这 是 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 上 三 角形 的 而 积 公式 ， 它 实现 了 罗 
氏 几 和 何 三 角形 三 内 角 的 和 A 人 4+ 人 B+/O<n 

另 一 方 而 ， 罗 氏 几 柯 与 黎 氏 几何 多 有 着 一 定 的 联系 ， 如 果 
把 柳 氏 三 角形 面积 公式 

B=r:\ 
中 的 + 用 妆 代 赫 (=v 一 了), 那么 就 转化 为 
B=r?% 

再 令 r= Pp ”就 得 下 = p :8 就 转化 为 罗氏 岂 柯 中 三 角形 
.的 面积 公式 本， 

最 后 归纳 成 下 者 ， 


= 远 距 离 | 三 角形 
几何 体系 | 平行 公理 | 空间 类 型 | 曲 妾 上 情况 | 内 角 和 


于 
( 欧 反 


而 
) 等 于 零 | 无 很 伸 展 | 等 于 180 
| 


观 央 型 小 于 堆 | 无 限 伸 展 | 小 于 180 


线 与 已 知 站 


线 不 相交 。 | 


椭 加 型 ,大 于 零 自 行 封闭 | 大 于 189" 
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13 
非 欧 几何 与 相对 论 一 一 


对 两 个 问题 的 回 营 


谈 到 这 里 ， 我 们 的 问题 本 来 可 以 暂时 告 一 段落 了 ， 但 是 有 
同志 提出 下 面 两 个 问题 ， 
《 1) 非 欧 几何 的 多 辑 系统 和 全 部 论证 是 可 以 多 信 无 厂 的 
了 ， 但 是 在 某 些 图 形 中 。 说 前 是 直线 ， 但 画 赵 来 又 是 曲线 ， 侦 
乎 有 些 龟 强 , 到 底 我 们 的 现实 世界 是 平坦 的 呢 , 还 是 弯曲 的 呢 ? 
”《 2 》 在 模型 解释 中 ， 提 到 尺子 变 长 或 变 短 的 问题 ， 到 六 
有 没有 现实 意义 呢 ? 在 我 们 的 现实 世界 里 是 如 何 解 释 呢 ? 
这 两 个 问题 提 得 很 好 ， 回 答 起 来 并 不 太 容 易 ， 因 为 牵涉 到 
爱 因 斯 坦 的 时 空 相对 论 和 时 空 四 维 几何 的 知识 ， 这 里 只 能 作 一 
些 粗略 的 说 明 ， 为 大 家 进一步 去 阅读 这 些 专 著 时 打 一 点 基础 。 
《 1) 爱 因 斯 坦 在 创立 他 的 广义 奔 曲 空间 理论 时 ， 包 含 了 
这 样 一 项 假设 “物理 空间 是 在 巨大 质量 的 附近 变 弯 曲 的 。" 质 量 
越 大 , 曲率 就 越 大 ,怎样 来 检验 爱 因 斯 坦 这 个 论 斯 是 真实 的 呢 % 
我 们 已 经 知道 ， 在 欧 氏 几何 中 ， 平 面 三 角形 三 内 角 的 和 紧 
等 子 180° 的 ， 非 欧 几 何 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 里 ， 三 角形 三 内 
角 的 和 是 小 子 180" 的 。 黎 最 儿 何 里 三 角形 三 内 角 的 和 是 大 于 
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180* 的 。 反 过 来 我 们 要 检验 一 全面 是 欧 氏 平面 还 是 曲 面 ， 只 到 
在 它们 上 上 面 各 找 一 个 基 角 形 , 去 测量 三 角形 的 内 角 和 便 可 决定 ， 
如 果 这 个 三 角形 的 内 角 和 不 等 于 180"， 那 么 这 个 三 角形 所 在 的 
面 就 是 曲面 。 我 们 在 前 面 已 知道 ， 三 角形 的 角 吾 或 角 余 在 很 小 
的 区 域内 是 很 难 发 现 到 的 。 因 此 这 样 的 三 角形 的 三 个 项 点 间 的 
距离 就 要 充分 大 才 行 。 我 们 由 有 在 广阔 的 宇宙 空间 去 找 ， 而 且 
三 省 形 的 边 具 能 用 光线 去 代替 ， 下 为 我 们 知道 光线 是 走 最 短 距 
离 的 。 

在 太阳 系 里 ， 太 阳 的 质量 是 最 大 的 了 ， 我 们 就 选择 太阳 作 
为 对 象 ， 用 精密 仪器 进行 测量 。 

位 于 太后 两 情 的 恒星 3S, 和 5: 射 来 的 光线 进入 经 纬 仪 ， 从 而 
测 出 了 它们 的 夹 角 8 。 然 后 在 太 几 离开 后 ， 再 进行 第 二 次 同样 
的 测量 ， 得 到 夹 角 8 7 ， 如 果 比 较 两 次 测量 的 语 果 ， 有 8 = 097 
的 话 ， 这 时 三 角形 三 内 角 的 和 等 于 180"， 这 说 明 赤 腿 的 质量 ， 
并 没有 使 空间 弯 戎 ; 如 时 
9 3 9 ,这 时 的 三 角形 内 
角 和 不 等 于 180"， 这 说 时 
太阳 的 质量 确实 使 周转 的 
物理 空间 变 弯 类 了 ， 光 线 
是 沿 曲 而 上 的 短程 线 进入 
经 纬 仪 的 。 因 此 爱 因 斯 坦 
的 弯 则 的 学 说 得 以 证 实 。 

但 是 在 正常 的 情 襄 
于 ， 进行 爱 因 斯 坦 这 项 实 昌 3 
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验 ， 有 -一 个 明显 前 障 碍 ， 由 于 太 骨 前 强烈 的 光臣， 我们 看 不 见 
它 导 图 的 旦 必 ， 想 在 自 天 清楚 好 看 见 它们 ， 只 有 在 目 全 食 时 才 
能 实现 。 

1914 年 ， 一 支 英国 天 文学 远征 队 到 达 了 正好 发 生日 全 食 的 
普 林 西 比 群 岛 《西非 ), 进行 实 标 观测 ， 结 果 发 现 ， 两 里 恒星 的 
前 距离 在 有 太阳 和 没有 太阳 的 情况 下 ， 相 着 1.61*+0.30*， 诉 
爱 因 斯 坦 的 理论 计算 值 为 1.75"。 此 后 双 艇 了 各 种 观测 ,者 得 到 
了 相近 的 结业 。 z 

诚然 ，1,5 角 秒 这 个 角度 并 不 算 六 ， 但 已 是 赵 生 大. 太阳 的 
质量 确实 迫使 周 图 的 空 两 发 生 弯 易 。 

如 果 我 如 能 用 其 质量 要 大 的 星体 米 代 替 太 阳 ， 欧 几 轧 得 平 
面 三 角形 的 内 角 和 将 会 出 现 车 于 分 ， 共 至 若干 诬 的 错误 。 有 充 
分 的 弄 记 说明 我 们 所 居 性 的 太阳 系 和 更 广泛 移 时 空 字 家 的 确 不 
福 碌 九 于 得 空 间 , 而 是 非 隐 空间 ,三 角形 内 角 和 不 等 于 180 的 再 
论 ， 完 全 与 爱 因 斯 坦 的 
时 空 央 维 世界 相 适 应 ， 


对 于 我 们 居住 在 三 P72 
维 空间 的 人 来 说 ， 灾 想 
习惯 于 这 种 卫 继 记 山内 
转变 过 程 和 培养 丰富 的 


空间 想象 能 力 前 过 程 
它 误 会 同性 何 古 并 几 个 : 图 9 
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概念 一 样 明 确 。 

爱 因 斯 坦 得 由 了 一 个 重要 的 结论 ， 重 力 现 象 仅仅 是 四 维 峙 
宝 世 界 的 变 此 所 产生 的 效应 。 因 些 关 于 行星 直接 接受 太阳 散 作 
用 力 而 围绕 它 在 赔 形 轨道 上 运 动 这 个 古老 的 观点 ， 现 在 可 凡 认 
为 不 合 时 算 而 加 以 握 弃 ; 代 之 以 更 准确 她 说 法 , 那 就 是 ， 太 阳 的 
质 基 讨 昌 了 周转 的 时 空 世 界 ， 行 星 的 直 空 钱 正 是 通过 音 曲 空间 
的 短程 线 。 记 以 说 ,在 综 粹 的 几何 空间 中 , 房 有 的 物体 都 在 内 其 
已 巨 大 质量 所 造成 的 论 曲 空间 沿 最 直 的 路 线 (短程 线 》 .运动 。 
这 个 事实 说 钢 , 我 们 平日 常 说 的 “ 泊 线 是 直线 前 进 ” 这 个 概念 ， 
其 不 是 稍 欧 氏 儿 人 局 里 所 设想 的 那 种 “第 直 ” 的 “直线 ?而 是 在 
蛤 潮 上 的 短程 线 ， 存 旁观 者 告 来 是 曲线 ,. 而 它 身 己 就 认为 是 直 
线 了 。 我 们 在 画图 时 ,把 杜 曲 的 线 说 成 是 喜 线 ， 不 过 是 为 了 说 
阴间 题 的 序 便 而 已 。 其实 对 于 冰 仔 学 来 说 ， 图 形 是 否 通 真 ， 并 
不 是 重要 的 东 而 , :也 是 可 有 可 无 前 东西 ， 这 样 的 事例 很 多 ， 有 
些 问 题 就 根本 画 不 出 图 形 来 。 象 时 空 四 维 几 何 站 的 时 间 轴  ， 
就 不 能 用 直观 的 图 形 玫 达 上 出来。 对 于 几何 学 来 说 , - 让 辑 缩 构 才 
是 最 重要 的 东 丁 。 送 一生: 必须 要 有 足够 的 认识 。 

《23》 .美国 物理 学 家 允 克 耳 和 还 ，1887 年 做 了 一 个 有 名 的 实 
验证 实 ， 物 体 宪 溢 运动 的 六 向 收 缩 了 。 这 种 收缩 的 大 小 只 与 运 
二 的 速度 有 关 ， 而 与 构成 物 信 的 科 料 本 身 的 强 讼 却 根 本 无 关 。 
这 种 效应 就 是 一 种 普 适 效 庶 s- 

在 让 我 和 用 学 民间“ 和 问题 ”六合 
解释 ， 

没 起 有 一 条 河 ， 河 中 有 一 般 汽 船 从 入 方 员 行驶 到 B，: 扫 后 

fa0 


再 晤 流 驶 回 到 A 。 流 水 在 航程 
的 前 一 半 《逆流 而 上 时 〉 起 阻 ”一 一 

挡 作 用 ， 但 在 归程 引流 而 下 水流 方向 

时 ), 则 助 了 一 辟 之 力 ， 你 或 次 一 一 
会 认为 这 两 种 作用 将 互相 抵消 四 

吧 ? 但 情况 并 不 如 此 ， 就 是 当 用 9 

毅 在 静水 中 的 速度 为 亚 , 设 水 流速 度 为 w， 六 必须 大 于 4, 才能 
道 流 而 上 。 如 果 六 = 当然 太一?= 0 那么 道 演 而 上 的 时 间 将 等 


于 AB 的 距离 i 除 以 (V -0), 凤 也 一 =。 3 -了 =0 昧 ,yy 不 


人 存在， 就 是 说 永远 不 可 能 到 达 日 点 。 不 难看 出 ， 水 的 流 计 使 束 


个 航程 所 需 的 时 间 增 大 一 个 因 于 
1 


1- (9) 
.很 明显 ， 往 所 一 次 总 共 移 要 的 时 间 
e e Ve 


T= Fo Ti FF+v oy 


党 个 式 子 明 ， 吉 暴 没有 流水 的 而 于 ， 信 人 B= [的 时 
应 该 是 -区 ， 有 流水 因素 时 ， 往返 AB=1， 一 次 所 需 的 时 间 为 
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gd re ey he ep 一- 二 四 - ，- 一 -一 r 一 


上 2. L 
7 了 一 一 一 一 信 ， 
1 ~ y) 5) 


如果 汽船 是 来 回 模 渡 的 ， » dg 
即 汽船 挫 4 癌 对 剧 的 志 点 来 回 流水 方刚 \ 
横渡 ， 情 况 就 不 一 样 了 。 个 、 
设 河 宽 为 1 ， 船 为 了 抵消 外 了 
流水 的 力量 ， 必 须 稍稍 向 也 点 
斜 园 ， 才 能 准确 地 达到 C 点 。 图 92 


我 们 令 AD=Vit, DO=wt 
那么 
~ py 


2 | 


t= pi = FF 


肌 C 点 返回 4 点 时 的 情形 也 一 样 1= -yy 因此 往返 横 
渡 一 次 所 需 的 时 间 
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演 工 吕 江 名 多 六 


i 
Tk He 
Tr 
TEE EE Tr Pp ee 


1 
一 些 ， 二 
这 时 所 增加 的 时 间 比 上 次 少 一 些 ， 即 增加 了 一 @) 


迈克 尔 迟 的 实验 原 更 是 也 
把 一 套 光 学 仪器 安放 在 一 个 
固定 前 台 架 上 ， 如 图 所 示 。 

光源 从 疡 射 到 本 后 ， 分 
成 两 道 ， 一 道 射 向 呈 再 折 回 于 93. 
到 4 一 道 射 间 与 4 垂直 的 方向 0， 表 折 间 到 4 而 4B 是 地 球 
转动 的 方向 ， 就 是 说 ， 相 当 于 以 太 风 从 向 4 吹 去 ,我 们 设想 光 
线 相 当 于 汽船 ， 以 太 风 相 当 于 流水 ， 从 4 到 忆 的 光 揽 再 折 癌 到 4 
所 需 的 时 己 相 当 于 汽船 从 4 道 流 刹 上 到 3 再 顺 流 返 回 4 所 需 的 
上 时间。 光线 从 4 到 COC， 再 折 几 到 4 所 需 的 时 间 相 当 于 汽船 从 44 权 
波 到 C， 再 返回 到 4 所 需 的 时 得 。 

以 太 风 的 速度 等 干 地 球 运动 的 束 宕 ?= 30 公 里 / 秒 ， 光 的 


信 。 


速度 c=3x10 公 时 / 黎 ， 按 照 前 而 的 计算 , 光线 内 4 到 再 折 网 


4 的 时 间 寻 长 了 一 二 re | 


NA OWT , 它 的 退回 到 
(3) 


4 的 时 间 应 该 是 不 相等 的 。 这 是 从 光学 仪器 上 应 该 易于 观测 出 
来 的 。 
.38 


r mT- 时 一 hr UM pr "TT Emr -Im 1 


可 是 在 进行 这 项 实验 时 ， 近 克 尔 旬 竟 未 观察 到 任何 时 间 先 
后 的 差异 〈 光 波 干 涉 条 纹 ， 没 有 丝毫 移动 ), 他 感到 十 分 惊异 ， 
经 过 一 次 又 一 次 的 实验 ， 都 说 明 这 两 条 不 同方 向 的 光线 返回 的 
时 间 完 全 相同 。 这 又 怎样 解释 呢 ? 看 来 唯一 合适 的 解释 是 大 胃 
假设 ， 近 克 尔 迎 那 张 架设 光学 仪器 的 石 制 台面 沿 地 球 在 空间 运 
动 的 方向 有 微小 的 收缩 。 事 实 上 ， 如 果 4 收缩 一 个 因子 


Af1- (2) ”， 硬 4C 不 变 ,那么 ,这 两 束 光 线 耽 摘 的 时 间 便 相向 
了 ,就 是 从 4 到 B 再 折 回 4, 所 耽搁 的 时 间 都 是 
1 ,i 1 
OO Ne he) 
这 上 时， 两 束 光 线 殊 同时 返 舍 4 点 了 。 
如 果 安 玩 光 学 仪器 的 闭 张 台子 不 是 用 大 球 石 做 成 的 ， 而 是 
用 木质 或 钢 般 做 反 的 ， 阳 有 半 样 的 结果 。 就 是 说 物体 收缩 旦 程 
度 相同 。 这 说 明 迁 动 凑 的 物体 在 消 运 动 的 方向 收缩 ，. 这 与 进 动 
的 速度 有 关 ， 币 与 物质 无 关 , 所 以 这 种 收缩 是 一 种 * 昔 适 效 应 ”。 
按照 爱 因 斯 组 1904 年 在 描述 这 种 班 象 时 所 提出 的 君 法 ， 我 
们 这 里 所 碰 到 的 是 空间 本 身 的 收缩 。 一 切 物体 在 以 相同 速度 运 
动 时 都 妆 缩 同样 的 速度 ， 其 原因 完全 在 于 它们 都 被 限制 在 同一 
个 收缩 的 空间 内 。 
:， 是 管 空间 收缩 效应 对 于 理解 物理 学 的 各 种 基本 原理 是 很 过 
要 的 ， 但 日 常生 活 中 ， 却 没有 人 注意 到 它 。 这 是 因为 ， 我 们 平 
常 所 容 到 的 最 高 速度 ， 比 起 光环 度 来 是 微不足道 移 ( 沈 速 每 各 
30 万 公里 或 每 秘 18 万 6 千 英 里 )。 例 如 每 小 时 行驶 60 英 里 的 汽车 ; 
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它 的 长 度 变 为 原来 的 
Mi- (2) =vVi-(007) =0.99999999999999 倍 


这 相当 于 汽车 全 长 只 减少 了 一 个 际 子 核 直 径 那 么 长 ， 这 真是 微 
不 足 道 的 了 。 

不 过 ， 如 果 物 体 以 光 巡 的 50%，909% 和 99% 运 动 ， 它 们 的 
长 罕 就 会 分 别 缩短 为 静止 长 度 的 86%，45% 和 14% 子 。 所 以 内 
有 当 运 动 接 近 光速 时 ， 才 变 得 较为 明显 。 因 为 物 柱 缩短 的 倍数 


是 原来 的 长 度 乘 以 A/1 - ( 王 ) ， 其 中 是 光速 。 


另 一 方面 ， 由 于 时 空 的 相对 性 ， 它 的 时 间 却 相应 的 变 慢 了 
相同 的 偿 数 。 更 确切 地 说 ， 运 动 系统 里 尺子 的 长 度 ， 等 于 静止 


系统 〈 相 对 前 ) 里 的 人 /1 - (了 )” 尺 长 ,而 运动 系统 里 的 秒针 起 


] 
一 秒 的 时 间 等 于 静止 系统 《相对 的 ) | 


光 须 注意 ， 这 种 变化 是 大 一个 静止 的 《家 对面 育 》 系 统 对 

另 一 个 运动 的 系统 耐 容 的 。 对 这 个 运动 系统 里 的 一 切 事物 都 世 
相向 程度 的 长 度 变 短 、 时 间 变 慢 的 规律 变 屁 着 ， 所 以 这 个 经 动 
系统 里 的 动物 (例如 人 人 类》 是 没有 有 任何 感觉 的 。 册 于 他 自已 前- 
身体 在 缩短 ， 一 切 都 相应 的 缩短 ， 当 铸就 感觉 不 到 他 自己 其 来 
量 长 度 的 “尺子 ”也 在 缩短 子 。 另 一 方面， 一 切 事 物 都 在 相间 
地 变异 ， 他 自己 的 心太 跳动 ， 新 陈 代谢 ， 一 切 动作 都 在 同样 地 
变 慢 ， 他 当然 不 会 感觉 到 她 的 时 钟 也 走 得 慢 了 ;这 些 变化 只 有- 
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在 男 外 一 个 静止 的 (也 是 相对 而 言 》 系 统 的 人 才能 明确 地 君 
到 . 

运动 系统 中 ， 时 间 变 慢 这 个 情况 ， 为 星际 旅行 提供 了 -个 
有 邓 的 现象 ， 候 定 你 打算 到 天 狼 星 一 一 滤 离 我 们 约 九 光 年 一 
上 去 旅行 ， 于 是 你 坐 了 几乎 有 光速 闭 么 快 的 飞船 (注意 光速 是 
一 要 如 度 和 的 上 限 ) ;你 大 概 会 认为 往返 一 楼 至 少 要 纳 十 八 年 ， 因 
此 你 打算 携带 大 量 食 物 。 不 过 ， 恕 果 你 条 坐 的 飞 玫 有 近 于 光 巡 
的 速度 ， 那 么 站 种 小 心 就 是 完全 多 余 的 了 。 事 实 上 ， 如 果 飞 般 
的 速度 达到 光速 的 99 .99999999% ， 你 的 手表 、 心 脏 、 呼 吸 、 消 
化 和 轩 维 都 将 减 慢 到 七 万 倍 ， 因 此 从 地 球 到 天 狼 星 往返 一 趟 所 
花费 的 十 八 年 《从 留 在 地 球 上 的 人 壬 来) 在 你 看 来 具 不 过 是 几 
小 时 而 已 。 如 果 你 吃 进 早饭 便 从 地 球 册 发， 那么 当 你 降落 在 天 
狐 星 的 某 -行星 的 玫 面 上 时 ， 正 好 可 以 吃 午 慨 。 午 饭 类 ， 马 上 
返航 ， 就 可 以 赶 回 地 球 吃 上 晚饭。 不过， 如 果 你 忘记 了 相对 论 原 
理 的话 。 那 你 到 家 时 ， 准 会 大 吃 一 惊 ， 因 为 你 的 亲友 会 认为 你 
还 在 宇 害 空间 中 的 什么 地 方 ， 因 而 已 经 自 左 自 地 吃 过 六 千 五 百 
七 十 屈 铸 了! 地 球 上 的 十 八 年 ;对 你 这 个 近 于 光速 的 旅客 来 说 ， 
只 不 过 一 买 而 已 。 这 说 起 来 象 沽 神话 ， 忆 是 爱 关 斯 姐 和 的 相对论 
羡 计 算 却 是 实 实在 在 的 事情 ， 当 然 : 象 接近 光束 这样 大 的 速度 ， 
还 将 竺 原子核 能 量 的 进一步 解 帮 才 有 可 能 实现 。 

更 在 可 以 盏 管 同志 们 所 提出 前 第 二 个 问题 ， 即 在 非 殉 几何 
的 杰 型 辉 县 时 ， 提 到 的 所 给 模型 内 的 人 所 用 的 尺子 变 人 得 或 变 长 
的 问题 。 我 他 把 欧 氏 几何 学 的 观念 形态 作为 是 表 止 (相对 耳 言 ) 
系统 中 的 旁观 老 某 甲 ， 而 把 某 己 作 为 是 具有 非 欧 几 何 的 驶 念 形 
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态 运 动 系统 中 的 某 乙 。 从 甲 看 来 ， 乙 在 运动 系统 中 随 着 速度 的 
变化 ， 一 切 物 体 的 缩短 、 时 间 的 变 慢 ,了 着 因子 4/1 - (之 ) 的 


变化 而 变化 普 。 而 乙 自 己 因 为 也 在 作 相 同 的 变化 ， 所 以 没有 任 
何 变 化 的 感觉 ， 但 局 外 人 的 某 甲 ， 却 看 得 一 清二 楚 ， 所 以 说 非 
欧 几 何 的 模型 解释 是 有 相对 论 的 事实 作为 物质 基础 的 , 反 过 来 ， 
相对 论 的 理论 是 非 欧 几 何 的 一 种 应 用 。 : 

关于 爱 因 斯 坦 的 相对 论著 作 , 我 们 看 起 来 是 有 较 大 困难 的 ， 
建议 局 志 们 看 一 些 关于 这 方 而 的 浅 易 读物 。 例 如 《从 一 到 无 穷 
大 ?的 第 二 部 分 < 空间 时 间 与 爱 因 斯 坦 ?， 将 会 增长 不 少 的 知识 。 
对 于 理解 非 殉 几何 的 实质 ， 开 阔 我 们 的 视野 ， 提 高 我 们 的 空间 
想象 力 ， 都 是 有 益 的 。 
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结束 语 


回顾 几何 学 的 发 祖 历史 ， 经 过 了 温 长 而 曲折 的 道路 。 自 从 
公元 前 三 世纪 欧 几 里 得 的 * 几 何 原本 } 问 让 以 来 ， 一 直到 十 九 直 
纪 初 非 欧 几 和 何 的 发 现 ， 在 这 二 千 儿 年 里 ， 包 少数 学 家 ， 曾 致力 
于 网 氏 第 五 公设 的 试 证 工作 ， 虽 然 没 有 获得 成 功 ， 但 是 他 们 的 
艰苦 劳动 并 没有 和 白费。 和 祖 反 的 ， 在 他 们 的 失败 过 程 中 ， 孚 育 闭 
非 葬 风 和 何 思想 的 萌芽 。 从 而 导 玖 了 罗 巴 切 夫 斯 基 ， 高 斯 , 约 , 波 
里 哆 等 人 ， 各 自 独立 地 建立 了 非 钦 几何 的 逻辑 体系 。 接 着 得 昌 
又 创立 了 另 一 流派 的 非 网 几何 ， 天 而 人 作对 于 空间 几何 形 坊 ， 
有 了 进一步 的 理解 。 在 某 些 特定 条 件 干 ,他们 之 间 虐 可 以 殖 一 ， 
又 可 以 转化 。 

从 欧 氏 几何 到 非 菊 几何 诞生 的 过 程 中 ， 我 们 应 该 吸取 什么 
教 益 呢 ? 

首先 ， 对 竺 科学 要 有 科学 的 态度 ， 这 是 最 重要 ， 最 基本 的 
一 点 。 一 方面 ， 要 尊重 科学 ， 相 信 科 学 ， 按 科学 办 事 ! 另 一 方 
面 ， 要 敢于 假设 ， 敢 于 向 权 戌 挑战 ， 敢 于 创新 。 任 何 科 学 的 省 
生 ， 都 是 被 除 迷 信和 的 结果 。 我 们 可 以 想象 ， 当 年 的 罗 巴 切 夫 斯 
基 ， 如 果 不 敢 于 假设 三 角形 的 内 角 和 不 等 于 180* 的 话 ， 他 能 创 
站 罗氏 见 何 吗 ? 约 ， 波 里 光 如 果 言 从 了 他 父亲 前 劲 告 ， 还 能 有 
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ce 


日 已 网 建 树 吗 ? 

对 科学 除 具 有 科学 态度 外 ， 还 要 有 为 科学 而 献身 的 精神 。 
从 本 韦 介绍 的 非 欧 几何 的 产生 与 发 展 的 过 程 ， 我 们 可 以 看 到 科 
学 发 展 的 不 易 ， 科 学 上 每 一 个 成 就 的 取得 ， 每 前 进一步 ， 都 是 
经 过 狼人 人 的 探索 ， 邦 需要 人 和 付出 艰辛 时 劳动 ,甚至 为 之 而 献身 。 
约 。 下 里 换 在 驹 “第 五 公设 ”的 研究 中 ， 虽 人 然 没 有 取得 突破 ， 
但 是 ， 创 那 种 脚 路 实地 ， 认 凑 求 证 ， 不 眠 不 休 ， 刻 音 锁 研 ， 把 
一 生 的 全 部 焰 力 都 献 给 科学 的 精神 ， 是 多 么 感人 啊 ! 科学 的 道 
上 路， 实际 上 就 是 无 数 的 科学 家 用 自己 的 献身 精神 铺 成 的 。 我 们 
虽然 不 可 能 人 人 都 成 为 科学 家 ， 但 却 能 在 各 目的 工作 领域 中 ， 
有 所 创造 ， 有 所 前 进 ， 因 此 ， 科 学 察 的 这 种 献身 精神 ， 是 人 人 
需要 学 习 的 ， 没 有 这 种 精神 ， 要 想 取 得 任何 成 就 ， 都 是 不 可 能 


-的 。 


当然 ， 还 有 一 个 方法 的 问题 。 从 欧 氏 几 柯 到 非 欧 几何 ， 之 
所 以 经 过 了 议 千 年 的 漫长 过 程 ,除了 社会 发 展 方面 的 因素 以 外 ， 
研究 不 得 法 ， 泪 怕 也 是 一 个 不 可 忽视 的 原因 。 许 多 科学 家 ， 只 
在 “第 五 公设 ”上 名 团子 ， 从 哪里 开始 ， 结 果 , 又 回 到 了 哪里 ， 
就 是 因为 没有 一 种 科学 的 研究 方法 米 指导 他 们 ， 现 在 不 同 了 ， 
我 们 的 青少年 从 小 就 受 唯物 辩证 法 的 训练 ， 这 将 是 我 们 未 来 从 
事 工作 和 学 术 研究 的 一 把 铀 是， 我 们 一 定 要 好 好 地 掌握 它 。 尝 
握 了 科学 方法 ， 将 使 我 们 终生 受益 。 

祝 你 进步 1 祝 你 成 功 ! 
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